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RESUMEN

Este trabajo muestra un modelo analitico para el disefio de zapatas combinadas de esquina sometidas a
una carga axial y dos momentos flexionantes ortogonales por cada columna. El modelo toma en cuenta
la presion real del suelo debajo de la zapata, y la metodologia se basa en el principio de que la integracién
de la fuerza de corte es el momento. El disefio actual considera la presién maxima en todos los puntos
de contacto. Este modelo se verifica por equilibrio de fuerzas de corte y momentos. La aplicacion del
modelo se presenta por medio de un ejemplo numeérico. Por lo tanto, el modelo propuesto es el mas
apropiado, ya que genera un mejor control de calidad en los recursos utilizados.

Palabras clave: zapatas combinadas de esquina; modelo analitico para disefio; momentos flexionantes;
cortante por flexion; cortante por penetracion.
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An analytical model for the design of corner combined footings.

ABSTRACT

This work shows an analytical model for the design of corner combined footings subjected to an
axial load and two orthogonal flexural moments per each column. It considers the real pressure on
the ground below of the footing, and the methodology is based on the principle that the integration
of the shear force is the moment. The current design considers the maximum pressure at all contact
points. This model is verified by equilibrium of shear forces and moments. The application of the
model is presented by means of a numerical example. Therefore, the proposed model is the most
appropriated, because it generates better quality control in the resources used.

Keywords: corner combined footings; analytical model for design; flexural moments; flexural
shearing; punching shearing.

Um modelo analitico para projeto de sapata de canto combinadas

RESUMO

Este trabalho apresenta um modelo analitico para o dimensionamento de sapatas angulares
combinadas submetidas a uma carga axial e dois momentos fletores ortogonais para cada pilar que
leva em consideracdo a pressao real do solo sob a sapata, e a metodologia é baseada no principio
de que a integracdo da forca cortante € 0 momento. O projeto atual considera a pressao maxima
em todos os pontos de contato. Este modelo é verificado pelo equilibrio das forcas de cisalhamento
e momentos. A aplicacdo do modelo é apresentada por meio de um exemplo numeérico. Portanto,
0 modelo proposto é o mais adequado, pois gera um melhor controle de qualidade dos recursos
utilizados.

Palavras-chave: sapatas combinadas de canto; modelo analitico para projeto; momentos de
flex&o; cisalhamento por flexdo; cisalhamento por puncéo.
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1. INTRODUCCION

Una cimentacion o mas comunmente llamada base que es el elemento de una estructura
arquitectonica que la conecta al suelo, y que transfiere las cargas de la estructura al suelo. Las
cimentaciones se dividen en dos tipos, como poco profundas y profundas (Bowles, 2001; Das et
al., 2006).

Los tipos de cimentaciones poco profundos para las columnas son de cinco tipos principales: 1)
zapatas corridas; 2) zapatas aisladas; 3) zapatas combinadas que soportan dos 0 mas columnas; 4)
zapatas de correa 0 voladizo; 5) losas de cimentacion o balsas que cubren toda el area de la
cimentacion (Bowles, 2001).

Una zapata combinada es necesaria para soportar una columna que se localiza muy cerca del borde
de una linea de propiedad para no invadir la propiedad adyacente. La zapata combinada puede ser
una losa de espesor uniforme o una viga en T invertida. Si el tipo de losa de la zapata combinada
se usa para soportar dos o méas columnas (generalmente dos), la losa debe tener una forma
rectangular, trapezoidal o en forma de T cuando una columna esta més cargada que la otra (Kurian,
2005; Punmia et al., 2007; Varghese, 2009).

La presion del suelo debajo de una zapata depende del tipo de suelo, la rigidez relativa del suelo y
la zapata, y la profundidad de la cimentacidn al nivel de contacto entre la zapata y el suelo.

La Figura 1 muestra la distribucion de presion del suelo debajo de la zapata segun el tipo de suelo
y larigidez de la zapata (Bowles, 2001).

R I O I

=L_oL_L.=

(a) Zapatarigida (b) Zapatarigida (c) Zapata flexible (d) Zapata flexible (e) Distribucion
sobre sobre sobre sobre uniforme usada
suelo arenoso suelo arcilloso suelo arenoso suelo arcilloso en el disefio
Figura 1. Presién debajo de la zapata

Los estudios sobre estructuras de cimientos y modelos matematicos para zapatas se han investigado
con éxito en varios problemas de ingenieria geotécnica. Las principales contribuciones de varios
investigadores en la ultima década son: “Comportamiento de zapatas rectangulares cargadas
repetidamente sobre arena reforzada” (El Sawwaf y Nazir, 2010); “Vibracion no lineal de placas
compuestas hibridas sobre cimentaciones eldsticas” (Chen et al., 2011); “Tablas de disefio
estocastico para la capacidad de carga de zapatas” (Shahin y Cheung, 2011); “Optimizacion
modificada del enjambre de particulas para un disefio 6ptimo de zapata extendida y muro de
contencion” (Khajehzadeh et al., 2011); “Disefio de zapatas aisladas de forma rectangular
utilizando un nuevo modelo” (Luévanos-Rojas et al., 2013); “Disefio de zapatas aisladas de forma
circular utilizando un nuevo modelo” (Luévanos-Rojas, 2014a); “Disefio de zapatas combinadas
de lindero de forma rectangular utilizando un nuevo modelo” (Luévanos-Rojas, 2014b);
“Determinacion de los estados limite ultimos de cimientos superficiales utilizando el enfoque de
programacion de expresion génica (GEP)” (Tahmasebi poor et al., 2015); “Disefio de zapatas
combinadas de lindero de forma trapezoidal utilizando un nuevo modelo” (Luévanos-Rojas, 2015);
“Nuevo método iterativo para calcular el esfuerzo en la base de zapatas bajo flexion biaxial”
(Aydogdu, 2016); “Un estudio comparativo para el disefio de zapatas aisladas rectangulares y
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circulares utilizando nuevos modelos” (Luévanos-Rojas, 2016a); “Influencia de la rigidez de las
zapatas en la resistencia al punzonamiento” (Fillo et al., 2016); “Un nuevo modelo para el disefio
de zapatas combinadas rectangulares de lindero con dos lados opuestos restringidos” (Luévanos-
Rojas, 2016b); “Disefio estructural de zapatas de columna aisladas” (Abdrabbo et al., 2016);
“Disefio 6ptimo para zapatas rectangulares aisladas utilizando la presion real del suelo” (Luévanos-
Rojas et al., 2017a); “Analisis de elemento finito y experimental de zapatas de diferentes formas
sobre arena” (Anil et al., 2017); “Un estudio comparativo para el disefio de zapatas combinadas de
formas trapezoidales y rectangulares utilizando nuevos modelos” (Luévanos-Rojas et al., 2017b);
“Rendimiento de zapatas aisladas y plegadas” (El-kady y Badrawi, 2017); “Analisis y disefio de
varios tipos de zapatas aisladas” (Balachandar y Narendra Prasad, 2017); “Un nuevo modelo para
zapatas combinadas en forma de T Parte II: Modelo matematico para el diseno” (Luévanos-Rojas
et al., 2018); “Resistencia al corte por punzonamiento de zapatas de concreto armado: evaluacién
del codigo de disefio” (Santos et al., 2018); “Efecto de los cimientos del suelo sobre la respuesta a
la vibracion de los cimientos de concreto usando un modelo matematico” (Dezhkam y Yaghfoori,
2018); “Analisis de no linealidad en el estudio de cimientos de rejillas poco profundas” (Ibrahim
et al., 2018); “Modelado para la zapata combinada zapatas Parte II: modelo matematico para el
diseno” (Yafez-Palafox et al., 2019); “Método numérico para el analisis y disefio de zapata aislada
cuadrada bajo carga concéntrica” (Magade e Ingle, 2019).

El documento relacionado con este trabajo es: “El dimensionamiento Optimo para las zapatas
combinadas de esquina” para obtener unicamente el area minima de la superficie de contacto en
planta entre el suelo y la zapata (LOpez-Chavarria et al., 2017), pero este trabajo no presenta el
disefio de zapatas combinadas de esquina (peralte efectivo y acero de refuerzo).

Este documento muestra un modelo analitico para el disefio de zapatas combinadas de esquina
sometidas a una carga axial y dos momentos flexionantes ortogonales por cada columna, y la
presion del suelo sobre la zapata se presenta en funcién de los efectos generados por cada columna,
y la metodologia se basa en el principio de que la integracion de la fuerza de corte es el momento.
El disefio actual considera la presion maxima en todos los puntos de contacto, porque el centro de
gravedad de la zapata se obliga a que coincida con la posicion de la fuerza resultante de las cargas.
Este modelo se verifica por equilibrio de fuerzas de corte y momentos. La principal ventaja del
modelo propuesto es presentar el momento, el cortante por flexion y el cortante por punzonamiento
mediante ecuaciones analiticas. Por lo tanto, el modelo propuesto sera el mas apropiado, ya que
genera un mejor control de calidad en los recursos utilizados (mano de obra, materiales, equipo
menor, etc), porque se ajusta a las condiciones de la presion real del suelo.

2. FORMULACION DEL MODELO PROPUESTO

Las secciones criticas para zapatas de acuerdo al codigo (ACI 318S-14, 2014) son: 1) EI momento
se localiza en la cara de la columna; 2) El cortante por flexion se localiza a una distancia “d” a
partir de la cara de la columna; 3) El cortante por punzonamiento se presenta a una distancia de
“d/2” en las dos direcciones.

La carga axial y dos momentos flexionantes ortogonales (flexion biaxial) de cada columna
aplicados sobre la zapata combinada de esquina se muestra en la Figura 2(a). La presion debajo de
la zapata combinada de esquina que varia linealmente, y el esfuerzo en cada vértice de la zapata se
presenta en la Figura 2(b).
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(a) Cargas aplicadas sobré la zapata (b) Presion debajo de la zapata
Figura 2. Zapata combinada de esquina

Los esfuerzos en la direccidn principal (ejes “X” e “Y”’) se obtienen:

R M,y MyTx
a(x,y)—A+ I + I (1)

donde: R, Myr, MyT, A, Ix, € Iy se muestran en (Lopez-Chavarria et al., 2017).
Los esfuerzos debajo de la columna 2 (ejes “X2” e “Y2”) se encuentran (ver Figura 3):

P, N 12[My; + P,(by — ¢3) /2]y n 12My,x

op,(x,y) = 2
Los esfuerzos debajo de la columna 3 (ejes “X3” e “Y3”) se obtienen (ver Figura 3):

P 12({M,3 + P3(b, — c1)/2|x  12M
O, (x,y) = 3 n [ v3 5 (b 1)/ ] n x3Y 3)

3
W3b2 W3b2 W33b2

donde: w2 y w3 son los anchos de la superficie de analisis en las columnas 2y 3: wo = c2 + d, w3 =
cs+d.

2.1 Cortantes por flexion y momentos flexionantes

Las secciones criticas para momentos flexionantes se presentan sobre los ejes: a’-a’, b’-b’, ¢’-c’,
da-a’, e’-e’, f’-f’, g’-g’, h’-h’, i’-i” y j’-J° (ver Figura 3). Las secciones criticas para cortantes por
flexion se presentan sobre los ejes: k’-k’, I’-I’, m’-m’, n’-n’, 0’-0°, p’-p’, q’-q’ y r’-r’ (ver Figura
4).
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Figura 3. Secciones criticas para momentos  Figura 4. Secciones criticas para cortantes por
flexionantes flexion

Nota: Cuando los momentos alrededor del eje X se obtienen, los momentos alrededor del eje Y se
consideran igual a cero. Cuando los momentos alrededor del eje Y se obtienen los momentos
alrededor del eje X no influyen. Porque estos son ejes perpendiculares entre ellos.

2.1.1 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “X>” de —b1/2 <y> < b1/2 -
C3/2

La fuerza de corte “Vy2” se encuentra a través del volumen de presion del area formada por el eje
“X2” con un ancho “w» = ¢z + d” y el extremo libre (lado interno) de la zapata:

Y2 wy/2
Vo =— | v, (x,)dxdy
—by/2Y-wy/2 (4)

B Pz[lz(bl — ¢3)y,% + 4by’y, — by*(by — 303)] B 3Mx2(43’22 - blz)
4b,> 2b,°

Por integracion de la ecuacion (4) con respecto a “y>” se obtiene:

_ Py, [4(191 - C3))’22 + 2b1ZJ’2 - b12(b1 - 303)] _ M,y (4)’22 - 3b12) n

M., =
X 4> 2b,°

2

G ©

donde: Mxz es el momento alrededor del eje “X2” y V2 es la fuerza de corte a una distancia “y,”.
Ahora, sustituyendo “y2 = — b1/2” y “Mx2 = 0” en la ecuacion (5) y la constante “C1” es:

C
1 8

(6)

322 Un modelo analitico para el disefio de zapatas combinadas de esquina

Luévanos Rojas, A., L6pez Chavarria, S., Medina Elizondo, M., Sandoval Rivas, R., Farias Montemayor, O. M.



Revista ALCONPAT, 10 (3), 2020: 317 — 335

Sustituyendo la ecuacién (6) en la ecuacién (5) y la ecuacion de momentos generalizados se
presenta como sigue:

__ Py, [4(b1 - 03))’22 + 2b12y2 - blz(bl - 303)] _ Mx2)’2(4)’22 - 3b12)

2 4b13 2b13 (7)
PZ(bl - 2C3) + 4‘Mx2
8

My

2.1.2 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “X” de y, — C/2 <y <yp
La fuerza de corte “Vy” se encuentra a través del volumen de presion del area formada por el eje
“X” con un ancho “a” y el extremo libre (lado superior) de la zapata:

Yb Xb
v, = —f f o(x,y)dxdy
y Jxp—a

8
 RaGb—y)  Mua(n?=y?)  Myra(2x, = @) ) ®
A 21, 21,
Por integracion de la ecuacion (8) con respecto a “y” se obtiene:
Ray,(2yp —¥)  Myray:3yy” — y*)
My = — - 9
donde: Mx es el momento alrededor del eje “X” y Vy es la fuerza de corte a una distancia “y”.
Ahora, sustituyendo “y = yp” y “Mx = 0” en la ecuacion (9) y la constante “C;” es:
Ray,> M 3

27 24 31,

Sustituyendo la ecuacion (10) en la ecuacién (9) y la ecuacion de momentos generalizados se
presenta como sigue:

Ra(y, = ¥)*  Merayy® =3,y +y°)

24 61,

Sustituyendo “y = yp — €3/2” en la ecuacion (11) para obtener el momento alrededor del eje ubicado
en el centro de la columna 1 y 2 “Mc3z2™:

Rac32 n MxTaC32(6yb —C3)

12
84 481, (12)

MC3/2 =

2.1.3 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “X” de yb — b1 <y <yp — C3/2
La fuerza de corte “Vy” se encuentra a través del volumen de presion del area formada por el eje
“X” con un ancho “a@” y el lado superior de la zapata:
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Yb Xp
V, =P +P,— j f o(x,y)dxdy
y _

e 2 _ 2 (13)
Ra(yp —y)  Myra(yp® —y*)  Myra(2xp — a)(yp —y)

A 21, 21,

=P1+P2_

Por integracion de la ecuacion (13) con respecto a “y” se obtiene:

Ray, 2y, —y) _ MxTayl(Sbe - yz)

My = (P, + P,)y — 14
x = (P + Py A 6l + G5 (14)
Ahora, sustituyendo “y = yp — €3/2” y “Mx = Mczz — Mx1 — Mx2” en la ecuacion (14) y la constante
“C3” es:
Ray,® Mray,® C3
(3 = A + 31, _(P1+P2)(yb_7)_Mx1_Mx2 (15)

Sustituyendo la ecuacion (15) en la ecuacion (14) y la ecuacion de momentos generalizados se
presenta como sigue:

Ra(yp = )% | Myra(2ys® — 3%y +y°) c3
My = > +—= oL —(P1+P2)(3’b—y—7)—Mx1—Mx2(16)
Sustituyendo “y = yp — b1” en la ecuacion (16) para obtener el momento alrededor del eje b’-b’
“Mbl”:
Rablz MxTab12(33’b —by) C3
b1 = oq T 6l —(P1+P2)<b1—?)—Mx1—sz (17)

2.1.4 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “X” de yon— L2 —C3/2 <y <yp
—bs

La fuerza de corte “Vy” se encuentra a través del volumen de presion del area formada por el eje
“X”y el lado superior de la zapata:

Yb Xp yb—b1 Xp
V, =P+ P, — j o(x,y)dxdy — J f o(x,y)dxdy
xp—a y

Yp—b1 " b ) Sfb—bz
Rlab, + -y -

=P1+P2—[1 213471; y ]
18

| Myr{ab, 2y, — by) + byl — b)? — 2]} (18)

21,
B Myrlab,(2xp — a) + by (2xp, — b)) (Y, — ¥y — by)]
21,

Por integracion de la ecuacion (18) con respecto a “y” se obtiene:
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Ryl|2ab; + b,(2y, —y — 2b
My = (P, + Py — yl 1 Z(ZA)’b y 1]

M.ry{3aby (2yy — by) + by[3(yp — by)? — y2]} (19)
X

Ahora, sustituyendo “y = yp — b1” y “Mx = Mp1” en la ecuacion (19) y la constante “Ca4” es:

C. = Rlab,(2y, — by) + by (yp — b1)2] n MxT[ab1(3)’b2 — 3ypby + blz) + by (yp — b1)3]

*T 24 31, (20)

C3
—(P1+Pz)(J’b—?)—Mx1—Mx2

Sustituyendo la ecuacion (20) en la ecuacion (19) y la ecuacion de momentos generalizados se
presenta como sigue:

_ Rlaby(2yp, =2y = by) + by(yp =y —b1)?]  (Pr+ P,)(2yp — 2y — ¢3)

X 24 2
MxTab1[2(3yb2 —3ypb; + b12) —3y(2y, — by)
+ (21)
61,
Myrby[y? + (vp — b1)*(2yp — 3y — 2by)]
+ 6l — M1 — My
pe

Sustituyendo “y = yp — L2 — €3/2” en la ecuacion (21) para obtener el momento alrededor del eje
localizado en el centro de la columna 3 “M.”:

M, = > —(PL+ P)L,
M,rab*(3y, —by) Myb — L, —¢3/2)3 — (y, — by)3
n xrabi”(3yp 1) n b2 [(Vp 2 —C3/2) b 1)°] 22)
61, 61y
MxT{3[ayb2 —(a—=by)yp — b1)2](L2 +c3/2 = by)}
+ = M1 — My

61,

2.1.5 Cortantes por flexién y momentos sobre un eje paralelo al eje “X” deyo—b <y <yp— Lo —
Cc3/2

La fuerza de corte “Vy” se encuentra a través del volumen de presion del area formada por el eje
“X”y el lado superior de la zapata:

Yb Xb Yp—b1 rxp
V, =P+ P, +P;— f o(x,y)dxdy — f f o(x,y)dxdy
Xp—a y

Yp—b1 Xp—by
M 2x, — 2x, — —y—
—Rp_ yrlab,(2x, —a) + by(2x, — by)(yp —y — by)] (23)
21,
_ Rlab; + b,(yp, —y — by)] _ M,r{aby 2y, — by) + by [(yp — b1)2 - yz]}
A 21,

Por integracion de la ecuacion (23) se obtiene:
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R[2ab;y + by(2y, —y — 2by)]y
24
_ MxT[3ab1(ZJ’b —by) + by [3(yp, — b1)2 - yz]]y
61,

MX = Ry -
(24)

+ (s

Abhora, sustituyendo “y = yp — L2 — €3/2” y “Mx = M2 — M3’ y la constante “Cs” es:

Cs = Rlab,(2yp — b12)A+ by(yy — by)?] n Mrlay,® — (a3; b2) Yy — b1)°] +PyL,
x (25)

R(Q2y, — c3)
— = My — My — My

Sustituyendo la ecuacion (25) en la ecuacion (24) y la ecuacion de momentos flexionantes
generalizados se presenta como sigue:

R[b,y(2y, —y — 2by) — aby(2yp — 2y — by) — by (yp — b1)?]

My = P3L, —

24
c Myrlayy,® — (a — by)(yp — b1)3]
~R(w-y-5)+— T - (26)
X
M,r{3ab,(2y, — by) + b,[3(y, — b1)2 - yz]}y
- 61, — My1 — Myz — M3

En los siguientes apartados para obtener las ecuaciones de los cortantes por flexion y los momentos
generalizados se emplea el mismo procedimiento usado anteriormente. Por lo tanto, las ecuaciones
de los cortantes por flexion y los momentos generalizados se muestran a continuacion.

2.1.6 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “Y3” de — by/2 < x3 < bo/2 —
ci1/2

w3/2 X3
—by/2

Ws/2 (27)
P3[12(b2 - Cl)X32 + 4‘b22X3 - bzz(bz - 3C1)] 3My3(4‘x32 - bzz)
B 4b,° 2b,°
M _ _ P3X3 [4(b2 - Cl)X32 + ZbZZX3 - bzz(bz - 3C1)] - My3x3(4‘X32 - 3b22)
s 4b23 2b23 (28)
P3(b2 - 2C1) + 4‘My3
8

2.1.7 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “Y” de xn — C1/2 <x < Xxvp

Yb Xp
v, = — j j o (x,y)dxdy
Yp—bx

29
CRb(y = %) Myrb(2y, = b)0t, = %) Myrb(xy? = x2) @)
A 21, ZIy
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_ Rb(x, — x)? N Myrb(2x,> — 3x%x + x3)

Y 24 61,

(30)

2.1.8 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “Y” de xp — by <x <xp—C1/2

Yb Xp
V. =P +P; — f o(x,y)dxdy

yp—b ’x (31)

=P, + P, — Rb(xp —x)  Murb(yp —b)(xp —x) Myrb(xp* — x?)

=hth 4 21, 21,

Rb(xy —x)*  Myrb(2x,°* — 3x,%x + x3) o)
y — + _(P1+P3) xb_x__ _Ml_M3(32)
24 61, ( 2) M =My

2.1.9 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “Y” de xp — L1 —C/2 <x <
Xp — 02

Yb

Yb Xp Xp—ba
Ve =P, +P; — f f o(x,y)dxdy — f J o(x,y)dxdy
Yp—b “xp—b; yp—b1’x

R[bbz + bl(Xb — X — bz)]

=P1+P3_

 Myrlbby 2y, = b) + b2y, = by)(xp — x = b)) (33)
21,
MyT{bbz(sz — by) + by[(xp — by)? — x*]}
- 2L,

_ R[bby(2x; — 2x — by) + by(xp —x — by)?]  (Py + P3)(2x, — 2x — ¢y)

L 24 2
Myrbb,[2(3x,% — 3x,b; + by”) — 3x(2x, — by)]
+ (34)
61,
MyTbl[x3 + (xb - bz)z(sz - 3x - sz)]
" 61 ~ My =My
y

2.1.10 Cortantes por flexion y momentos sobre un eje paralelo al eje “Y” de xo —a <x <xp— L1
—C1/2

Yb Xp Yb Xp—ba
Ve =P, + P, + P; —f f o(x,y)dxdy — f f o(x,y)dxdy
X

Yp—b 'xp—b; Yp—b1
—R_ M7 [bb,(2y, — b) + b12(12}’b —by)(xp —x — by)] (35)
X
_ MyT{be(sz — by) + by [(xp — by)* — x*]} _ R[bb, + by (xp, — x — by)]
21, A
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R[bix(2x, — x — 2b,) — bby(2x,, — 2x — b,) — by (x, — by)?]

My = P,L, — 2
1 M7 [bxy> = (b — by)(xp — by)*]
—R(xb—x—?)+ 30, (36)
Myr{3bb,(2x, — by) + by [3(x, — b)* — x*[}x
—_ 61 - y1 - Myz - My3

y

2.2 Cortantes por penetracion o punzonamiento
Las secciones criticas para cortantes por penetracion se muestran en la Figura 5.

2.2.1 Cortantes por penetracion para la columna de esquina (columna 1)

La seccion critica para la columna 1 se presenta en el perimetro formado por los puntos 1, 7,8y 9
de la zapata (ver Figura 5). El cortante por penetracion se obtiene por la carga axial de la columna
1 menos el volumen de presidn del area delimitada por los puntos 1, 7, 8 y 9:

Yb Xp
Vor =P — f f o(x,y)dxdy
Yp—C3-d/2/xp—c1—d/2
Myr 2y, —c3 —d/2)(cy +d/2)(c3 +d/2)
X
Myr(2x, —c; —d/2)(c; +d/2)(c3 +d/2) R(cy +d/2)(c3 +d/2)
2L, A
1 L;ﬂ N| 1‘
I~ Y g
! _ &Lﬁ, m.lf’w A :
(Z o4 MRS S S RS | L1 2y ¥
X CGZ :
4LLL 1S
vzl
_\.Lf*‘i ::I !
s% """ "16
W 5 6 _
-:b—""_b:ol - |

Figura 5. Secciones criticas para cortantes por penetracion

2.2.2 Cortantes por penetracion para la columna de un limite (columna 2)

La seccion critica para la columna 2 se presenta en el perimetro formado por los puntos 10, 11, 12
y 13 de la zapata (ver Figura 5). El cortante por penetracion se obtiene por la carga axial de la
columna 2 menos el volumen de presion del area delimitada por los puntos 10, 11, 12 y 13:
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Yb xp—L1—(c1—c2)/2+d/2
Vyp = P, — f f o(x,y)dxdy

Yp—C3—d/2 7 xp—Li—(c1+cz)/2-t

Myr(c; +d/2 +t)(c3 +d/2)(2x, — 2Ly —c; +d/2 —t)

=P, —
’ 21, (38)
_ Myr(cy +d/2 + t)(c3 +d/2)(2y, — c3 — d/2)
21,
B R(c, +d/2 +t)(c3+d/2)

A

Nota: cuando d/2 <a—Li—(c1+¢C2)/2 »>t=d/2,ycuandod/2>a—-Li—(c1+C2)2 >t=a— L1
—(c1 + c2)/2.

2.2.3 Cortantes por penetracion para la columna de un limite (columna 3)

La seccidn critica para la columna 3 se presenta en el perimetro formado por los puntos 14, 15, 16
y 17 de la zapata (ver Figura 5). El cortante por penetracion se obtiene por la carga axial de la
columna 3 menos el volumen de presion del area delimitada por los puntos 14, 15, 16 y 17:

Yp—Lz=(c3—ca)/2+d/2 rxp
Vys = P3 — j f o(x,y)dxdy

Yp—Lz—(c3+cs)/2-s xp—c1—d/2
_p Myr(cy +d/2 +5)(c; +d/2)(2y, — 2L, —c3+d/2 —s)
=P, —
21, (39)
MyT(c4 +d/2+5)(c; +d/2)(2x, —c; —d/2)
21,
R(cy +d/2 +s)(c; +d/2)
A

Nota: cuando d/2 <b—Lo—(c3+C4)/2 >s=d/2,ycuando d/2>b—-Lo—(Cca+Cs)2 >t=b-L>
— (c3 + ca)/2.

3. VERIFICACION DEL MODELO PROPUESTO

El modelo propuesto en este documento se verifica como sigue:

1.- Para los momentos flexionantes sobre los ejes X2 y X: Cuando se sustituye “y» = — b1/2” en la
ecuacion (7) se obtiene Mx2 = 0, si se sustituye “y = yy” en la ecuacion (11) se obtiene Mx =0, y
sustituyendo “y =y, — b” en la ecuacion (26) se obtiene Mx = 0. Por lo tanto, las ecuaciones para
los momentos flexionantes sobre los ejes X, y X cumplen con el equilibrio.

2.- Para los momentos flexionantes sobre los ejes Y3z e Y: Cuando se sustituye “xs = — 0b2/2” en la
ecuacion (28) se obtiene Myz = 0, si se sustituye “X = Xy” en la ecuacion (30) se obtiene My =0, y
sustituyendo “x = xp — @” en la ecuacion (36) se obtiene My = 0. Por lo tanto las ecuaciones para
los momentos flexionantes sobre los ejes Yz e Y cumplen con el equilibrio.

3.- Para los cortantes por flexion sobre los ejes X2 y X: Cuando se sustituye “y> = — b1/2” en la
ecuacion (4) se obtiene Vy2 = 0, si se sustituye “y = yp” en la ecuacion (8) se obtiene Vy =0, y
sustituyendo “y =y, — b” en la ecuacion (23) se obtiene Vy = 0. Por lo tanto las ecuaciones para los
cortantes por flexion sobre los ejes X2 y X cumplen con el equilibrio.

4.- Para los momentos flexionantes sobre los ejes Y3 e Y: Cuando se sustituye “x3 = — b2/2” en la
ecuacion (27) se obtiene Vyz = 0, si se sustituye “x = X»” en la ecuacion (29) se obtiene Vx =0, y
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sustituyendo “x = Xxp — @” en la ecuacion (35) se obtiene Vx = 0. Por lo tanto, las ecuaciones para
los cortantes por flexion sobre los ejes Yz e Y cumplen con el equilibrio.

4. APLICACION DEL MODELO PROPUESTO

El disefio de una zapata combinada de esquina que soporta tres columnas cuadradas se muestra a
continuacidn con la siguiente informacion: las tres columnas son de 40x40 cm, L1 =5.00 m, Lo =
5.00 m, H (profundidad de la zapata) = 2.0 m, Pp1 = 300 kN, PL1 =200 kN, Mpx1 = 80 kN-m, ML
= 70 KN-m, Mpy1 = 120 kKN-m, Mry1 = 80 kN-m, Pp2 = 600 kN, P> = 400 kN, Mpx2 = 160 kN-m,
Muxe = 140 KN-m, Mpy2 = 120 kN-m, Myy> = 80 kN-m, Pps = 500 kN, Pr3 = 400 kN, Mpxz = 120
kKN-m, Mix3s = 80 KN-m, Mpyz = 150 KN-m, Mryz = 100 kN-m, f’c = 28 MPa, fy = 420 MPa, a =
252 KN/m?, y. (densidad del concreto) = 24 kN/m?, ys (densidad de relleno del suelo) = 15 kN/m?.
Las cargas y momentos que actlan sobre la zapata combinada de esquina son: P1 =500 kN-m, My1
= 150 kN-m, My1 = 200 kKN-m, P2 = 1000 kN, My, = 300 kN-m, My = 200 kN-m, Pz = 900 kN, Myz
= 200 kN-m, Myz = 250 kN-m.

La capacidad de carga disponible del suelo se supone que es de omsx = 213.00 kKN/m?, porque a la
capacidad de carga del suelo “ga” se le resta el peso propio de la zapata (yc por el espesor de la
zapata), y el peso propio del relleno del suelo (ys por el espesor del relleno).

Sustituyendo “omax, L1, L2, P1, Mx1, My1, P2, My, Myz, P3, Mys, My3” en las ecuaciones (30) a (42)
del trabajo (L6épez-Chavarria et al. 2017), y la solucion por el software MAPLE-15 se obtiene: Amin
=11.31 m?, Mgt = — 8.65 kKN-m, Myt = 9.49 kN-m, R = 2400 kN, a = 6.36 m, b =5.95 m, b; = 1.00
m, bz =1.00 m, g1 = 211.31 kKN/m?, 62 = 212.75 KN/m?, o3 = 211.78 KN/m?, 64 = 213.00 KN/m?, g5 =
212.77 KN/m?, 6 = 213.00 kN/m?.

Las dimensiones practicas de la zapata combinada de esquina que soporta tres columnas cuadradas
son: a = 6.40 m, b = 6.00 m, by = 1.00 m, b2 = 1.00 m. Ahora, las dimensiones practicas para
verificar los esfuerzos se sustituyen en el mismo software MAPLE-15, y la solucion es: Amin =
11.40 m?, Myt = 27.89 kN-m, Myt = 7.89 kKN-m, R = 2400 kN, a = 6.40 m, b = 6.00 m, b1 = 1.00 m,
b2 = 1.00 m, o1 = 212.30 kN/m?, o2 = 211.11 KN/m?, o3 = 211.34 KN/m?, g4 = 210.34 KN/m?, g5 =
207.68 KN/m?, 6 = 207.49 kN/m?.

Las propiedades geométricas de la zapata son: xp = 2.02 m, yp = 1.82 m, Ix = 36.21 m*, I, = 42.73
m*.

Las cargas y momentos factorizados que acttan sobre la zapata son: Py1 = 680 kN, Mux1 = 208 kN-
m, Myy1 = 272 KN-m, Py2 = 1360 kKN, Mux2 = 416 kN-m, Muy2 = 272 kKN-m, Pyz = 1240 kN, My =
272 KN-m, Muyz = 340 kN-m. Las cargas y momentos resultantes factorizados por las ecuaciones
(31) a (33) (Lbpez-Chavarria et al., 2017) se obtienen: Ry = 3280 kN, Muxt = — 4.21 kKN-m, Myt =
39.79 kN-m.

El momento sobre el eje a’-a’ por la ecuacion (7) se obtiene “M,’ = 289.15 KN-m” en y» = b1/2 —
c3. EI momento sobre el eje b’-b” por la ecuacion (16) se obtiene “Mp° = — 1335.85 KN-m” eny =
yb — b1. Ahora, sustituyendo los valores correspondientes en la ecuacion (21) y derivando con
respecto a “y”, esta se igual a cero para obtener la ubicacién del momento maximo “ym = 0.12 m”,
posteriormente se sustituye en la ecuacion (21), y el momento es “M. = — 1405.08 kN-m”. El
momento sobre el eje d’-d’ por la ecuacion (21) se obtiene “Mg = 168.08 KN-m” eny = yp — Lo —
Cc3/2 + c4/2. El momento sobre el eje e’-e” por la ecuacion (26) se obtiene “M.> = 51.87 kKN-m” en 'y
= Vb — Lo —C3/2 — cal2.

El momento sobre el eje f’-f” por la ecuacion (28) se obtiene “My = 238.18 kN-m” en X3 = b2/2 — 1.
El momento sobre el eje g’-g’ por la ecuacion (32) se obtiene “Mg' = — 1280.14 KN-m” en X = Xp —
b2. Ahora, sustituyendo los valores correspondientes en la ecuacion (34) y derivando con respecto
a “x”, esta se igual a cero para obtener la ubicaciéon del momento méaximo “Xm = 0.37 m”,
posteriormente se sustituye en la ecuacion (34), y el momento es “M; = — 1339.60 kN-m”. El
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momento sobre el eje i’-i’ por la ecuacion (34) se obtiene “M; = 278.39 KN-m” en X = xp — L1 — €1/2
+ C2/2. El momento sobre el eje j’-j” por la ecuacion (36) se obtiene “M;» = 141.97 KN-m” en X = Xp
—L1—c1/2 —cof2.

El peralte efectivo debajo de la columna 2 es: 18.33 cm. El peralte efectivo para el momento
maximo “M.” es: 46.42 cm. El peralte efectivo debajo de la columna 3 es: 16.63 cm. El peralte
efectivo para el momento maximo “My,”” es: 45.32 cm. El peralte efectivo después de realizar varias
propuestas es: d = 92.00 cm, r =8.00 cm y t = 100 cm.

La Tabla 1 muestra los cortantes por flexion que actdan sobre la zapata y los resistidos por el
concreto de acuerdo al codigo (ACI 318S-14).

Tabla 1. Cortantes por flexion.

Ancho de analisis Cortantes por flexion
Ejes Coordenadas cm Actuantes | Resistidos
kN KN

Kk’ y2=hi/2—c3—d 132 0* 928.56
I’ Yy=Y¥p—C3—d 100 114.14 703.45
m |y=yp—C3l2—Lo+csd2+d 100 —684.15 | 703.45
N |y=yp—Csl2—Lo—c42-d 100 0* 703.45
0’ X3 =h2/2—c1—d 132 0* 928.56
p’ X=Xp—C1—d 100 92.11 703.45
qQ [X=Xp—C/2-Li+c/2+d 100 —699.81 | 703.45
rr|y=yp—cal2—Lr—c42-d 100 22.68 703.45

* El eje se ubica afuera del area de la zapata.

La Tabla 2 muestra los cortantes por penetracion que acttan sobre la zapata y los resistidos por el
concreto de acuerdo al codigo (ACI 318S-14).

Tabla 2. Cortantes por penetracion.

Cortantes por penetracion
Columna] Perimetro critico | Actuantes Resistidos
KN KN
1 bo=ci+cs+d 466.23 |3629.81| 7500.95 |2348.70
2 bo=1c2+ 2c3+ 2d| 1036.93 |[6415.49]13112.93|4151.20
3 bo=2ci+cs+2d| 911.26 |6415.49]13112.93|4151.20

La Tabla 3 muestra el acero de refuerzo de la zapata combinada de esquina (ACI 318S-14).

Tabla 3. Acero de refuerzo de la zapata.

Acero de refuerzo Areza
cm
. Acero principal 42.10
Acero en la parte superior con un —
ancho by Acero minimo 30.67
. . Acero propuesto 45.63 (991”)
Direccion -
del eje Acero en la parte superior con un Acero por temperatura 97.20
wy» ancho a — h» Acero propuesto 99.75 (3503/4”)
e Acero principal 4.86
Acero en la parte inferior con un —
ancho by Acero minimo 30.67
Acero propuesto 35.49 (7017)
Un modelo analitico para el disefio de zapatas combinadas de esquina

Luévanos Rojas, A., L6pez Chavarria, S., Medina Elizondo, M., Sandoval Rivas, R., Farias Montemayor, O. M.

33 L



332

Revista ALCONPAT, 10 (3), 2020: 317 — 335

Acero debajo de la columna 2 con un Acero prlpglpal 8.37
ancho w. Acero minimo 40.48
Acero propuesto 42.75 (1503/4”)
Acero en la parte inferior con un Acero por temperatura 73.44
ancho a — b, —w» Acero propuesto 74.10 (26003/4™)
. Acero principal 40.06
Acero en la parte superior con un —
ancho by Acero minimo 30.67
Acero propuesto 40.56 (801™)
Acero en la parte superior con un Acero por temperatura 90.00
ancho b —b; Acero propuesto 91.20 (3203/4”)
Direccion o Acero principal 8.07
: Acero en la parte inferior con un —
del eje ancho b Acero minimo 30.67
“X” ! Acero propuesto 35.49 (7917)
Acero debajo de la columna 3 con un Acero prl'nglpal 6.88
ancho wa Acero minimo 40.48
Acero propuesto 42.75 (1503/4™)
Acero en la parte inferior con un Acero por temperatura 66.24
ancho b — b1 —ws Acero propuesto 68.40 (2403/4”)

Los efectos que rigen el espesor de las zapatas son los momentos flexionantes, los cortantes por
flexion y los cortantes por penetracion, y el acero de refuerzo se disefia por los momentos. Para el
espesor del ejemplo numérico rige el cortante por flexion en el eje g’-q” (ver Tabla 1).
La Tabla 4 muestra la longitud minima de desarrollo para barras deformadas “l¢” y la longitud
disponible “la”. Entonces, la longitud disponible es mayor que la longitud minima de desarrollo en
las dos direcciones (parte superior e inferior) (ver Tabla 4). Por lo tanto, no se requieren ganchos

para la zapata combinada de esquina.

Tabla 4. Longitud minima de desarrollo y la longitud disponible.

Longitud disponible

L ocalizacién del Longitud de —w - : — -
ocalizaclon del 1\, Iy.=2]| desarrollo Direccion del eje | Direccion del eje
acero “x” wy”
cm
cm cm
Parte superior 1.3] 1.0 154.17 165 170
Parte inferior 10| 1.0 96.00 140 100

La Figura 6 muestra en detalle el acero de refuerzo y las dimensiones de la zapata combinada de

esquina.
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Figura 6. Disefio final de la zapata combinada de esquina
5. CONCLUSIONES

El nuevo modelo presentado en este trabajo se aplica solo para el disefio de zapatas combinadas en
esquina. Las consideraciones de este trabajo son: el miembro estructural es rigido y el suelo que
soporta a la zapata es elastico y homogéneo, que cumplen con la ecuacion de la flexién biaxial, es
decir, la presion varia linealmente.

El nuevo modelo presentado en este documento concluye lo siguiente:

1.- El espesor para las zapatas combinadas de esquina se rige por el cortante por flexion, y las
zapatas aisladas se rigen por el cortante por penetracion.

2.- El nuevo modelo no esta limitado, mientras que el disefio actual considera que la presién
méaxima en todos los puntos de contacto, es decir, la fuerza resultante de las cargas aplicadas
coincide con la posicion del centro geométrico de la zapata.

3.- El nuevo modelo se ajusta méas a condiciones reales con respecto al disefio actual, porque el
nuevo modelo toma en cuenta la presion lineal del suelo y el disefio actual considera la presion
uniforme en toda la superficie de contacto y esta es la presién maxima.

4.- El nuevo modelo para el disefio de zapatas combinadas en esquina sujetas a carga axial y dos
momentos en direcciones ortogonales debido a cada columna considera dos lineas de propiedad
restringidas, pero puede ser aplicado a tres lineas de propiedad.

El nuevo modelo que se muestra en este trabajo en términos de las cargas aplicadas debido a cada
columna se puede aplicar a: 1) Carga sin momentos, 2) Carga y un momento (flexién uniaxial), 3)
Carga y dos momentos ortogonales (flexion biaxial).

Por lo tanto, el modelo propuesto es el mas apropiado, ya que genera un mejor control de calidad
en los recursos utilizados.

Las siguientes investigaciones pueden ser: 1) Una continuacién de este trabajo seria formular el
costo minimo para las zapatas combinadas de esquina; 2) Cuando las zapatas combinadas de
esquina soporten mas de dos columnas en cada direccion; 3) EI modelo propuesto se puede ampliar
para disefio de losas de cimentaciones; 4) Cuando se desplante la zapata sobre otro tipo de suelo,
por ejemplo en suelos totalmente arcillosos (suelos cohesivos) o en suelos totalmente arenosos
(suelos granulares), el diagrama de presion es diferente al lineal y el diagrama podria ser parabolico
(ver Figura 1).
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