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RESUMO 
Este trabalho apresenta o dimensionamento completo de ZCRs (sapatas combinadas retangulares), 
considerando que a superfície de contato com o solo está parcialmente comprimida. A formulação é 
desenvolvida por meio de integração para determinar os momentos, os esforços cortantes por flexão e 
os esforços cortantes por punção para todos os casos possíveis de sapatas submetidas à flexão biaxial 
e uniaxial. São apresentados estudos numéricos para determinar o dimensionamento desse tipo de 
sapata. O modelo proposto apresenta uma economia significativa nos volumes de aço e concreto em 
comparação com o modelo atual, quando a força resultante está localizada fora do núcleo central. 
Portanto, recomenda-se a utilização do modelo proposto, uma vez que proporciona melhor controle e 
otimização dos recursos empregados. 
Palavras-chave: dimensionamento completo; sapatas combinadas retangulares; momentos; esforços 
cortantes por flexão; esforços cortantes por punção. 
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Complete design for rectangular combined footings assuming that the contact 
area with the soil is partially compressed. 

 
ABSTRACT 

This paper presents the complete design for RCFs (rectangular combined footings), assuming that 
the contact area with the soil is partially compressed. The formulation is carried out by integration 
to determine the moments, flexural shearing and punching shearing for all possible cases for 
footings under biaxial and uniaxial flexion. Numerical studies are presented to determine the 
design of this type of foundation. The proposed model offers significant savings in concrete and 
steel volumes compared to the current model, if the resultant force is located outside the central 
nucleus. Therefore, the proposed model should be used, because it offers better quality in the 
control of the resources used. 
Keywords: complete design; rectangular combined footings; moments; flexural shearing; 
punching shearing. 

 
Diseño completo para zapatas combinadas rectangulares asumiendo que el 

área de contacto con el suelo está parcialmente comprimida. 
 

RESUMEN 
Este trabajo presenta el diseño completo para ZCRs (zapatas combinadas rectangulares), 
asumiendo que la superficie de contacto con el suelo está parcialmente comprimida. La 
formulación se lleva a cabo por integración para determinar los momentos, los cortantes por 
flexión y los cortantes por punzonamiento para todos los casos posibles para zapatas bajo flexión 
biaxial y uniaxial. Los estudios numéricos se presentan para determinar el diseño de este tipo de 
zapatas. El modelo propuesto presenta un ahorro significativo en los volúmenes de acero y 
concreto que el modelo actual, si la fuerza resultante se localiza fuera del núcleo central. Por lo 
tanto, el modelo propuesto se debe de utilizar, porque presenta mejor calidad en el control de los 
recursos utilizados. 
Palabras clave: diseño completo; zapatas combinadas rectangulares; momentos; cortantes por 
flexión; cortantes por punzonamiento. 
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1. INTRODUÇÃO 
 
As dimensões das sapatas também dependem do tamanho e do tipo de estrutura a ser construída. A 
execução das fundações é fundamental para proporcionar o suporte adequado aos elementos de 
fundação e, em última instância, à própria estrutura. 
As fundações superficiais devem atender a determinados requisitos de projeto: 
Segurança quanto à capacidade de carga, ou seja, prevenção da ruptura por cisalhamento do solo 
subjacente;  
Controle de recalques excessivos, que podem causar danos à estrutura sobrejacente ou 
comprometer sua funcionalidade. 
A capacidade de carga do solo tem sido estudada para fundações superficiais submetidas à flexão 
biaxial, considerando uma distribuição linear das pressões no solo e uma superfície de contato 
parcialmente comprimida (Peck et al., 1974; Teng, 1979; Highter e Anders, 1985; Vitone e 
Valsangkar, 1986; Irles-Más e Irles-Más, 1992; Algin, 2000, 2001, 2007; Young e Budynas, 2002; 
Özmen, 2011; Rodriguez-Gutierrez e Aristizabal-Ochoa, 2004, 2013a, b; Lee et al., 2015; Kaur e 
Kumar, 2016; Bezmalinovic Colleoni, 2016; Dagdeviren, 2016; Aydogdu, 2016; Girgin, 2017; Al-
Gahtani e Adekunle, 2019; Galvis e Smith-Pardo, 2020; Rawat et al., 2020; Lezgy-Nazargah et al., 
2022; Gör, 2022). 
As contribuições mais importantes para a determinação da área mínima e das dimensões das 
sapatas, considerando que a superfície de contato com o solo está parcialmente comprimida, 
incluem estudos sobre sapatas isoladas retangulares (Vela-Moreno et al., 2022) e circulares (Soto-
García et al., 2022; Luévanos-Soto et al., 2024a), bem como sobre sapatas combinadas retangulares 
(ZCRs) (Montes-Páramo et al., 2023), sapatas combinadas em forma de T (Luévanos-Rojas et al., 
2025) e sapatas combinadas de canto (Luévanos-Rojas, 2025a, b). 
As pesquisas mais recentes sobre o dimensionamento completo de sapatas, considerando que a área 
de contato com o solo está parcialmente comprimida, incluem estudos sobre sapatas isoladas 
retangulares (Luévanos-Rojas, 2023) e sapatas isoladas circulares (Kim-Sánchez et al., 2022; 
Luévanos-Soto et al., 2024b). 
Os estudos sobre o dimensionamento de sapatas combinadas retangulares (ZCRs) submetidas à 
flexão uniaxial e biaxial, considerando uma distribuição linear das pressões no solo, têm sido 
desenvolvidos por diversos pesquisadores (Konapure e Vivek, 2013; Vivek et al., 2014; Luévanos-
Rojas, 2014; Luévanos-Rojas, 2016a, b; Luévanos-Rojas et al., 2017, 2020; Ravi Kumar Reddy et 
al., 2018; Velázquez-Santillán et al., 2018). Todos esses trabalhos consideram que a área de contato 
com o solo está totalmente comprimida. 
De acordo com a revisão da literatura, as contribuições mais próximas ao tema abordado neste 
trabalho são aquelas relacionadas às sapatas isoladas retangulares, desenvolvidas por Luévanos-
Rojas (2023), e às sapatas isoladas circulares (Kim-Sánchez et al., 2022; Luévanos-Soto et al., 
2024b). 
Portanto, não foram identificados estudos diretamente relacionados ao dimensionamento completo 
de sapatas combinadas retangulares (ZCRs), submetidas à flexão uniaxial e biaxial, considerando 
a área de contato com o solo parcialmente comprimida. 
Este documento apresenta o dimensionamento completo de sapatas combinadas retangulares 
(ZCRs) para determinar a espessura e as áreas de armadura transversal e longitudinal, considerando 
que a área de contato com o solo está parcialmente comprimida e que as dimensões dos lados e a 
área mínima são conhecidas, conforme Montes-Páramo et al. (2023). 
São apresentados exemplos numéricos para flexão biaxial, considerando os quatro tipos de 
restrições na direção do eixo Y (sem restrições, limitado na coluna 1, limitado na coluna 2 e 
limitado nas duas colunas), para L = 6,00 e 7,00 m. 
Para a flexão uniaxial, são apresentados exemplos numéricos para dois casos: 1) quando as cargas 
estão localizadas sobre o eixo Y (Caso Y); e 2) quando as cargas estão localizadas sobre o eixo X 
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(Caso X). 
Também é realizada uma comparação entre o modelo atual e o modelo proposto neste artigo, com 
o objetivo de identificar as diferenças entre ambos. 
Este modelo será de grande utilidade para os profissionais da construção de edificações, uma vez 
que proporciona melhor controle de qualidade dos recursos utilizados (mão de obra, materiais, 
equipamentos de pequeno porte etc.), por se ajustar às condições reais do solo. Consequentemente, 
possibilita maior economia na execução desse tipo de elemento estrutural. 
 
2. 2 FORMULAÇÃO DO MODELO PROPOSTO 
 
A Figura 1 apresenta uma sapata combinada retangular (ZCR) rígida, submetida, em cada coluna, 
a uma carga axial, um momento em torno do eixo X e um momento em torno do eixo Y. 
 

 
Figura 1. ZCR submetida à flexão biaxial. 

Fonte: Elaboração própria. 
 

As sapatas combinadas retangulares (ZCRs) rígidas deformam-se de forma plana, ou seja, 
considera-se que o diagrama de distribuição das pressões do solo sob a sapata seja linear. 
As equações gerais para a flexão de ZCRs devido às cargas majoradas são (Montes-Páramo et al., 
2023): 
Flexão biaxial: 
A pressão na direção principal (eixo Y) é: 
 

𝜎𝜎𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
𝑅𝑅𝑢𝑢
𝐿𝐿𝑥𝑥𝐿𝐿𝑦𝑦

+
12𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑦𝑦
𝐿𝐿𝑥𝑥𝐿𝐿𝑦𝑦3

+
12𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑥𝑥3𝐿𝐿𝑦𝑦

 (1) 

 
A pressão na direção transversal à direção principal (eixo X), para Pu1 sobre os eixos X1 y Y1, é: 
 

𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢1(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) =
𝑃𝑃𝑢𝑢1
𝐿𝐿𝑥𝑥𝑤𝑤1

+
12𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢1𝑦𝑦1
𝐿𝐿𝑥𝑥𝑤𝑤13

+
12𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢1𝑥𝑥1
𝐿𝐿𝑥𝑥3𝑤𝑤1

 (2) 

 
A pressão na direção transversal à direção principal (eixo X), para Pu2 sobre os eixos X2 e Y2, é: 
 

𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢2(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) =
𝑃𝑃𝑢𝑢2
𝐿𝐿𝑥𝑥𝑤𝑤2

+
12𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢2𝑦𝑦2
𝐿𝐿𝑥𝑥𝑤𝑤2

3 +
12𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢2𝑥𝑥2
𝐿𝐿𝑥𝑥3𝑤𝑤2

 (3) 
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Flexão uniaxial (Ru encontra-se no eixo Y): 
A pressão para cada caso é obtida substituindo Muy1, Muy2 y MuyT = 0 nas equações (1)–(3). 
Flexão uniaxial (Ru encontra-se no eixo X): 
A pressão para cada caso é obtida substituindo Mux1, Mux2 y MuxT = 0 nas equações (1)–(3). 
Onde: σu, σuP1 y σuP2 são as pressões últimas geradas pelo solo em qualquer ponto da sapata; Ru 
(força resultante última) = Pu1 + Pu2, Pu1 y Pu2 são as cargas axiais últimas aplicadas sobre a sapata 
devido às colunas 1 e 2; (x, y), (x1, y1), (x2, y2) são as coordenadas nas quais se localiza a pressão 
última gerada pelo solo, correspondentes aos eixos de análise; Lx e Ly são as dimensões laterais da 
sapata; MuxT (momento resultante último em torno do eixo X) = Mux1 + Mux2 + Pu1 (Ly/2 – Ly1) – 
Pu2 (Ly/2 – Ly2), Mux1 y Mux2 são os momentos em torno dos eixos X1 e X2; MuyT (momento 
resultante último em torno do eixo Y) = Muy1 + Muy2, Muy1 y Muy2 são os momentos em torno dos 
eixos Y1 e Y2; w1 (largura de análise da coluna 1) = c1y + d y w2 (largura de análise da coluna 2) 
= c2y + d. 
As equações (1)–(3), ou equações de flexão biaxial e uniaxial, podem ser aplicadas quando a força 
resultante última Ru se encontra dentro do núcleo central (a superfície em contato com o solo está 
totalmente comprimida). Entretanto, quando a força resultante última Ru se encontra fora do núcleo 
central (a superfície em contato com o solo está parcialmente comprimida), essas equações não são 
válidas. 
Quando a força resultante última Ru se encontra fora do núcleo central, as equações gerais da 
pressão gerada pelo solo sob a sapata submetida à flexão uniaxial e biaxial são: 
Flexão biaxial (Montes-Páramo et al., 2023): 
A pressão na direção principal (eixo Y) é: 
 

𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢�𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥 − 𝐿𝐿𝑥𝑥) + 𝐿𝐿𝑥𝑥3�2𝑦𝑦 − 𝐿𝐿𝑦𝑦� + 2𝐿𝐿𝑥𝑥3𝐿𝐿𝑦𝑦3�

2𝐿𝐿𝑥𝑥3𝐿𝐿𝑦𝑦3
 (4) 

 
A pressão na direção transversal à direção principal (eixo X), para Pu1 sobre os eixos X1 e Y1 
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 1), é: 
 

𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢�𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥1 − 𝐿𝐿𝑥𝑥) + 2𝐿𝐿𝑥𝑥3�𝑦𝑦1 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 2𝐿𝐿𝑥𝑥3𝐿𝐿𝑦𝑦3�

2𝐿𝐿𝑥𝑥3𝐿𝐿𝑦𝑦3
 (5) 

 
A pressão na direção transversal à direção principal (eixo X), para Pu2 sobre os eixos X2 e Y2 
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 2), é: 
 

𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢�𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑥𝑥) + 2𝐿𝐿𝑥𝑥3�𝑦𝑦2 − 𝐿𝐿 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1� + 2𝐿𝐿𝑥𝑥3𝐿𝐿𝑦𝑦3�

2𝐿𝐿𝑥𝑥3𝐿𝐿𝑦𝑦3
 (6) 

 
Flexão uniaxial (Ru encontra-se no eixo Y) (Montes-Páramo et al., 2023): 
A pressão na direção principal (eixo Y) é: 
 

𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢�2𝐿𝐿𝑦𝑦3 − 𝐿𝐿𝑦𝑦 + 2𝑦𝑦�

2𝐿𝐿𝑦𝑦3
 (7) 

 
A pressão na direção transversal à direção principal (eixo X), para Pu1 sobre os eixos X1 e Y1 
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 1), é: 
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𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢�𝐿𝐿𝑦𝑦3 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦1�

𝐿𝐿𝑦𝑦3
 (8) 

 
A pressão na direção transversal à direção principal (eixo X), para Pu2 sobre os eixos X2 e Y2 
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 2), é: 

𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢�𝐿𝐿𝑦𝑦3 − 𝐿𝐿 − 𝐿𝐿𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2�

𝐿𝐿𝑦𝑦3
 (9) 

 
Flexão uniaxial (Ru encontra-se no eixo X) (Montes-Páramo et al., 2023): 
A pressão na direção principal (eixo Y) é: 
 
 

𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢(2𝐿𝐿𝑥𝑥3 − 𝐿𝐿𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥)

2𝐿𝐿𝑥𝑥3
 (10) 

 
A pressão na direção transversal à direção principal (eixo X), para Pu1 sobre os eixos X1 e Y1 
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 1), é: 
 

𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢(2𝐿𝐿𝑥𝑥3 − 𝐿𝐿𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥1)

2𝐿𝐿𝑥𝑥3
 (11) 

 
A pressão na direção transversal à direção principal (eixo X), para Pu2 sobre os eixos X2 e Y2 
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 2), é: 
 

𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) =
𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢(2𝐿𝐿𝑥𝑥3 − 𝐿𝐿𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥2)

2𝐿𝐿𝑥𝑥3
 (12) 

 
Onde: σumax é a pressão máxima última que o solo deve suportar devido às cargas axiais últimas 
e aos momentos últimos atuantes sobre a sapata. 
As seções críticas para os momentos estão localizadas nas faces das colunas e no intervalo entre as 
duas colunas. As seções críticas para o cisalhamento por flexão estão localizadas a uma distância 
dp (altura útil da sapata) a partir das faces das colunas, enquanto, para o cisalhamento por punção, 
as seções críticas estão localizadas em um perímetro definido a uma distância dp/2 a partir das 
faces das colunas (ACI 318S-19). 
 
2.1 ZCR sob flexão biaxial. 
A Figura 2 apresenta os cinco casos possíveis para determinar a superfície mínima de uma ZCR 
submetida a uma carga axial e a dois momentos ortogonais em cada coluna. 
O Caso I considera que toda a superfície inferior da sapata está totalmente comprimida. A pressão 
exercida pelo solo sobre a sapata é determinada pelas equações (1)–(3). 
Os Casos II, III, IV e V consideram que a superfície inferior da sapata está parcialmente 
comprimida, ou seja, parte da superfície de contato não está submetida à pressão. A pressão 
exercida pelo solo sobre a sapata é determinada pelas equações (4)–(6). 
 
2.1.1. Momentos e esforços cortantes por flexão. 
Os momentos últimos Mua, Mub, Muc, Mud, Mue, Muf y Mug estão localizados nos eixos a-a, b-b, c-c, 
d-d, e-e, f-f e g-g, e os esforços cortantes últimos por flexão Vuh, Vui, Vuj, Vuk, Vul y Vum estão 
localizados nos eixos h-h, i-i, j-j, k-k, l-l e m-m. 
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A Figura 3 apresenta as seções críticas dos momentos últimos e dos esforços cortantes últimos por 
flexão em relação ao eixo X, para os cinco casos. 
 
Caso I nos eixos X e Y. 
A Figura 3(a) apresenta as seções críticas para o Caso I, e as equações gerais nos eixos X e Y são: 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

−𝐿𝐿𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2

𝑦𝑦1
 (13) 

 
Substituindo a equação (1) e y1 = Ly2 + L + c1y/2 + d – Ly/2 na equação (13), obtém-se Vuh. 
Somando Pu1 e substituindo a equação (1) e y1 = Ly2 + L – c1y/2 – d – Ly/2 na equação (13), obtém-
se Vui. 
Somando Pu1 e substituindo a equação (1) e y1 = Ly2 + c2y/2 + d – Ly/2 na equação (13), obtém-
se Vuj. 
Somando Ru e substituindo a equação (1) e y1 = Ly2 – c2y/2 – d – Ly/2 na equação (13), obtém-se 
Vuk. 
 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑢𝑢(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

−𝐿𝐿𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2

𝑦𝑦1
 (14) 

 
Substituindo a equação (1) y y1 = Ly2 + L + c1y/2 – Ly/2 na equação(14) se obtém-se Mua. 
Somando Pu1c1y/2 + Mux1  e substituindo a equação (1) y y1 = Ly2 + L – c1y/2 – Ly/2 na equação: 
(14) se obtém -se Mub. 
Somando Pu1(L – c2y/2) + Mux1 e substituíndo a equação (1) y y1 = Ly2 + c2y/2 – Ly/2 na equação 
(14) se obtém-se Mud. 
Somando Pu1(L + c2y/2) + Pu2c2y/2 + Mux1 + Mux2 e substituindo na equação (1) y y1 = Ly2 – c2y/2 – 
Ly/2 na equação (14) se obtém-se Mue. 
Somando Pu1(Ly/2 – Ly1 – y1) + Mux1 e substiruindo a equação (1) na equação(14) desenvolve-se a 
integral. Posteriormente, deriva-se a expressão em relação a y1 e iguala-se essa equação a zero para 
determinar o ponto em que o momento é máximo. Esse ponto é então substituído na mesma equação 
para obter Muc ou momento último máximo. 
 

  
(a) Caso I (b) Caso II 
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(c) Caso III (d) Caso IV 

 
(e) Caso V 

Figura 2. Cinco casos possíveis para uma ZCR submetida à flexão biaxial. 
Fonte: Elaboração própria a partir de Montes-Páramo et al. (2023). 

 
As equações gerais para os esforços cortantes últimos por flexão e os momentos últimos em relação 
ao eixo Y são: 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑤𝑤1
2

−𝑤𝑤12

𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1
 (15) 

 

    
Momentos Cortantes por flexão Momentos Cortantes por flexão 

(a) Caso I (b) Caso II 
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Figura 3. Casos I, II, III, IV e V em relação ao eixo X. 
Fonte: Elaboração própria. 

 
Substituindo a equação (2) e x1 = c1x/2 + d na equação (15), determina-se Vul. 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑤𝑤2
2

−𝑤𝑤22

𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2
 (16) 

 
Substituindo a equação (3) e x2 = c2x/2 + d na equação (16), determina-se Vum. 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑤𝑤1
2

−𝑤𝑤12

𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1
 (17) 

 
Substituindo a equação (2) e x1 = c1x/2 na equação (17), determina-se Muf. 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑤𝑤2
2

−𝑤𝑤22

𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2
 (18) 

 
Substituindo a equação (3) e y x2 = c2x/2 na equação (18), obtém-se Mug. 
 
Caso II em relação ao eixo X. 
A Figura 3(b) apresenta as seções críticas para o Caso II, e as equações gerais em relação ao eixo 
X são: 
Para Ly/2 ≥ y1≥ − Ly/2 
Quando y1 ≥ Ly/2 – Ly5 + c1y/2 + d 
 
 

    
Momentos Cortantes por  flexão Momentos Cortantes por flexão 

(c) Caso III (d) Caso IV 

  
Momentos Cortantes por flexión  flexão 

(e) Caso V 
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𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

−𝐿𝐿𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2

𝑦𝑦1
 (19) 

 
Quando y1 ≤ Ly/2 – Ly5 + c1y/2 + d 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

−𝐿𝐿𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦5

− � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝐿𝐿𝑥𝑥
2 +

𝐿𝐿𝑥𝑥3�𝐿𝐿𝑦𝑦−2𝑦𝑦�
2𝐿𝐿𝑦𝑦3

−𝐿𝐿𝑥𝑥3

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦5

𝑦𝑦1
 (20) 

 
Onde: Ly5 = Ly3(Lx3 – Lx)/ Lx3.  
 
Substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 + L + c1y/2 + d – Ly/2 na equação (19) ou na equação (20), 
conforme o caso, obtém-se Vuh 
Somando Pu1 e substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 + L – c1y/2 – d – Ly/2 na equação (19) ou na 
equação (20), conforme o caso, obtém-se Vuj. 
Somando Pu1 e substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 + c2y/2 + d – Ly/2 na equação (19) ou na 
equação (20), conforme o caso, obtém-se Vuj. 
Somando Ru e substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 – c2y/2 – d – Ly/2 na equação (19) ou na 
equação (20), conforme o caso, obtém-se Vuk. 
Quando y1 ≥ Ly/2 – Ly5 + c1y/2 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

−𝐿𝐿𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2

𝑦𝑦1
 (21) 

 
Quando y1 ≤ Ly/2 – Ly5 + c1y/2 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

−𝐿𝐿𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦5

− � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝐿𝐿𝑥𝑥
2 +

𝐿𝐿𝑥𝑥3�𝐿𝐿𝑦𝑦−2𝑦𝑦�
2𝐿𝐿𝑦𝑦3

−𝐿𝐿𝑥𝑥3

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦5

𝑦𝑦1
 

 

(22) 

 
Substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 + L + c1y/2 – Ly/2 u na equação (22), conforme o caso, obtém-
se Mua. 
Somando Pu1c1y/2 + Mux1  e substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 + L – c1y/2 – Ly/2 na equação (21) 
ou na equação (22), conforme o caso, obtém-se Mub. 
Somando Pu1(L – c2y/2) + Mux1 e substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 + c2y/2 – Ly/2  na equação 
(21) ou na equação (22), conforme o caso, obtém-se Mud. 
Somando Pu1(L + c2y/2) + Pu2c2y/2 + Mux1 + Mux2 e substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 – c2y/2 – 
Ly/2 na equação (21) ou na equação (22), conforme o caso, obtém-se Mue. 
Somando Pu1(Ly/2 – Ly1 – y1) + Mux1 e substituindo a equação (4) na equação (21) ou na equação 
(22), conforme o caso, desenvolve-se a integral. Posteriormente, deriva-se a expressão em relação 
a y1 e iguala-se essa equação a zero para determinar o ponto em que o momento é máximo. Esse 
ponto é então substituído na mesma equação para obter Muc, ou momento último máximo. 
  
Caso III em relação ao eixo X. 
A Figura 3(c) apresenta as seções críticas para o Caso III, e as equações gerais em relação ao eixo 
X são:  
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O Caso III é igual ao Caso II, porém Ly/2 ≥ y1≥ Ly/2 − Ly3. 
 
Caso IV em relação ao eixo X 
A Figura 3(d) apresenta as seções críticas para o Caso IV, e as equações gerais em relação ao eixo 
X são: 
Para Ly/2 ≥ y1≥ − Ly/2 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝐿𝐿𝑥𝑥
2 +

𝐿𝐿𝑥𝑥3�𝐿𝐿𝑦𝑦−2𝑦𝑦�
2𝐿𝐿𝑦𝑦3

−𝐿𝐿𝑥𝑥3

𝐿𝐿𝑦𝑦
2

𝑦𝑦1
 (23) 

 
Substiruitindo a equação (4) e y1 = Ly2 + L + c1y/2 + d – Ly/2 na euqação (23) se obtém Vuh. 
Somando Pu1 e substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 + L – c1y/2 – d – Ly/2 na equação (23), obtém-
se Vui 
Somando Pu1 e substituindo na euação (4) e y1 = Ly2 + c2y/2 + d – Ly/2 na equação (23) obtém se 
Vuj. 
Somando Ru  e substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 – c2y/2 – d – Ly/2 na equação (23) obtém-se 
Vuk. 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝐿𝐿𝑥𝑥
2 +

𝐿𝐿𝑥𝑥3�𝐿𝐿𝑦𝑦−2𝑦𝑦�
2𝐿𝐿𝑦𝑦3

−𝐿𝐿𝑥𝑥3

𝐿𝐿𝑦𝑦
2

𝑦𝑦1
 (24) 

 
Substituindo a equação (4) e y1 = Ly2 + L + c1y/2 – Ly/2 na equação (24), obtém-se Mua. 
Somando Pu1c1y/2 + Mux1 e sustituindo a equação (4) y y1 = Ly2 + L – c1y/2 – Ly/2 na equação (24) 
obtém-se Mub. 
Somando Pu1(L – c2y/2) + Mux1 e sustituindo a equação (4) y y1 = Ly2 + c2y/2 – Ly/2 na equação (24) 
obtém-se Mud. 
Somando Pu1(L + c2y/2) + Pu2c2y/2 + Mux1 + Mux2 e sustituindo a equação (4) y y1 = Ly2 – c2y/2 – 
Ly/2 na equação (24) obtém-se Mue. 
 
Somando Pu1(Ly/2 – Ly1 – y1) + Mux1 e sustituindo a equação (4) na equação (24) desenvolve-se a 
integral. Posteriormente, deriva-se a expressão em relação a y1 iguala-se essa equação a zero para 
determinar o ponto em que o momento é máximo. Esse ponto é então substituído na mesma equação 
para obter Muc ou momento último máximo. 
 
Caso V em relação ao eixo X. 
A Figura 3(e) apresenta as seções críticas para o Caso V, e as equações gerais em relação ao eixo 
X são: 
O Caso V é igual ao caso IV, porém Ly/2 ≥ y1≥ Ly/2 − Ly3. 
 
Casos II, III, IV e V em relação ao eixo Y. 
A Figura 4 apresenta as seções críticas para os momentos e esforços cortantes por flexão dos Casos 
II, III, IV e V em relação ao eixo Y. 
 
Forças cortantes e momentos em relação ao eixo Y para P1. 
Caso A. Quando Lx4, Lx5 ≥ Lx/2 – x1 
donde: Lx4 = Lx3(2Ly3 – 2Ly1 + w1)/2Ly3 y Lx5 = Lx3(2Ly3 – 2Ly1 – w1)/2Ly3. 
Onde: Lx4 = Lx3(2Ly3 – 2Ly1 + w1)/2Ly3 y Lx5 = Lx3(2Ly3 – 2Ly1 – w1)/2Ly3. 
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𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1

𝑤𝑤1
2

−𝑤𝑤12

 

 

(25) 

Substituindo a equação (5) e x1 = c1x/2 + d na equação (25) obtém-se Vul. 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1

𝑤𝑤1
2

−𝑤𝑤12

 

 

(26) 

 
Substituindo a equação (5) e  y x1 = c1x/2 na equação (26) obtém-se Muf. 
 
Caso B. Quando Lx4 ≥ Lx/2 – x1 ≥ Lx5 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1

𝑤𝑤1
2

𝐿𝐿𝑦𝑦6
− � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦6

−𝑤𝑤12

 

 

(27) 

 
Onde: Ly6 = Ly1 + Ly3(Lx – 2Lx3 – 2x1)/2Lx3 y x2 = Lx/2 + Lx3(Ly1 – Ly3 – y)/Ly3. 
 
Substituindo a equação (5) e x1 = c1x/2 + d na equação (27) s=obtém-se Vul. 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1

𝑤𝑤1
2

𝐿𝐿𝑦𝑦6
− � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦6

−𝑤𝑤12

 

 

(28) 

 
Substituindo a equação (5) e x1 = c1x/2 na equação (2) s=obtém-se Muf 
 

  
(a)  Momentos (b)  Cortantes por flexão 

.Figura 4. Casos II, III, IV e V sobre o eixo Y. 
Fonte: Elaboração própria.  
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Caso C.  
Quando Lx/2 – x1 ≥ Lx4 y Lx5 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2

𝑤𝑤1
2

−𝑤𝑤12

 

 

(29) 

 
Onde: x2 = Lx/2 + Lx3(Ly1 – Ly3 – y)/Ly3. 
Substituindo a equação (5) na equação (29) determina-se Vul. 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2

𝑤𝑤1
2

−𝑤𝑤12

 

 

(30) 

 
Substituindo a equação (5) e x1 = c1x/2  na equação (30) obtém-se Muf. 
 
Força cortante e momento sobre o eixo Y para P2. 
Caso A.  
Quando Lx4, Lx5 ≥ Lx/2 – x1 
Onde: Lx4 = Lx3(2Ly3 – 2Ly1 + w2)/2Ly3 y Lx5 = Lx3(2Ly3 – 2Ly1 – w2)/2Ly3. 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1

𝑤𝑤2
2

−𝑤𝑤22

 

 

(31) 

 
Substituindo a equação (6) e x1 = c2x/2 + d na equação (31) determina-se Vum. 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1

𝑤𝑤2
2

−𝑤𝑤22

 

 

(32) 

 
Substituindo a equação (6) e x1 = c2x/2 na equação (32) obtém-se Mug 
 
Caso B. Quando Lx4 ≥ Lx/2 – x1 ≥ Lx5 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1

𝑤𝑤2
2

𝐿𝐿𝑦𝑦6
− � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦6

−𝑤𝑤22

 

 

(33) 

 
Onde : Ly6 = Ly1 + Ly3(Lx – 2Lx3 – 2x1)/2Lx3 y x2 = Lx/2 + Lx3(Ly1 – Ly3 – y)/Ly3. 
 
Substituindo a equação (6) e x1 = c2x/2 + d na equação (33) obtém-se Vum 
 

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥1

𝑤𝑤2
2

𝐿𝐿𝑦𝑦6
− � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2

𝐿𝐿𝑦𝑦6

−𝑤𝑤22

 

 

(34) 

 
Substituindo a equação (6) e x1 = c2x/2 na equação (34) obtém-se Mug 
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Caso C.  
Quando Lx/2 – x1 ≥ Lx4 y Lx5 

 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2

𝑤𝑤2
2

−𝑤𝑤12

 

 

(35) 

 
Onde: x2 = Lx/2 + Lx3(Ly1 – Ly3 – y)/Ly3. 
 
Substituindo a equação (6) na equação (35) determina-se Vum. 
  

𝑀𝑀𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑥𝑥
2

𝑥𝑥2

𝑤𝑤2
2

−𝑤𝑤22

 

 

(36) 

 
Substituindo a equação (6)e x1 = c2x/2 na equação (36) determina-se Mug. 
 
2.1.2. Esforços cortantes por punção 
Os esforços cortantes por punção Vup1 y Vup2 ocorrem no perímetro formado pelos pontos 1, 2, 3 e 
4, para a coluna 1, e pelos pontos 5, 6, 7 e 8, para a coluna 2. 
A Figura 5 mostra as seções críticas para cortadores de cisalhamento de punção para todos os casos. 
 
Caso I  
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢1 = 𝑃𝑃𝑢𝑢1 − � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐1𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

 

 

 
(37) 

  

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢2 = 𝑃𝑃𝑢𝑢2 − � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐2𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿−

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

 

 

(38) 

 
Substituindo a equação (1) nas equações (37) e (38) obtém-se Vup1 e Vup2. 
 
Caso IIA  

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢1 = 𝑃𝑃𝑢𝑢1 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐1𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

 

 

 
(39) 

  

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢2 = 𝑃𝑃𝑢𝑢2 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐2𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿−

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

 

 

(40) 

 
Substituindo a equação (4) nas equações (39) e (40) obtém-se Vup1 e Vup2. 
 
Caso IIB  
 
Para Vup1 é a equação (39) e para Vup2 = Pu2. 
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(a) Caso I (b) Caso IIA (c) Caso IIB (d) Caso IIC 

    
(f) Caso IIIA (g) Caso IIIB (h) Caso IVA (i) Caso IVB 

    
(j) Caso VA (k) Caso VB (l) Caso VIA (m) Caso VIB 

Figura 5. Esforço cortante por punção para flexão biaxial. 
Fonte: Elaboração própria. 

 
Caso IIC  
Para Vup1 = Pu1 e para Vup2 = Pu2. 
 
Caso IIIA  
Para Vup1 é a equação (39). 
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𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢2 = 𝑃𝑃𝑢𝑢2 − � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐2𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

− � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+𝑦𝑦𝑝𝑝1

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑥𝑥𝑝𝑝1

−𝑐𝑐2𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

− � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+𝑦𝑦𝑝𝑝1

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿−

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

𝑥𝑥𝑝𝑝1
 

(41) 

 
Onde: xp1 = Lx/2 – Lx3 + Lx3(2Ly – 2Ly2 + c2y + d)/2Ly3 y yp1 = Ly – Ly2 – Ly3 + Ly3(Lx + c2x + d)/2Lx3. 
 
Caso IIIB  
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢1 = 𝑃𝑃𝑢𝑢1 − � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+𝑦𝑦𝑝𝑝1

𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐1𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

− � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+𝑦𝑦𝑝𝑝1

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑥𝑥𝑝𝑝1

−𝑐𝑐1𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

− � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+𝑦𝑦𝑝𝑝1

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

𝑥𝑥𝑝𝑝1
 

(42) 

 
Onde: xp1 = Lx/2 – Lx3 + Lx3(2Ly1 + c1y + d)/2Ly3 y yp1 = Ly1 – Ly3 + Ly3(Lx + c1x + d)/2Lx3. 
Para Vup2 = Pu2. 
 
Caso IVA  
Para Vup1 é a equação (39). 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢2 = 𝑃𝑃𝑢𝑢2 − � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐2𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

 

 

(43) 

 
Caso IVB  
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢1 = 𝑃𝑃𝑢𝑢1 − � � 𝜎𝜎𝑢𝑢𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐1𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

 

 

(44) 

Para Vup2 = Pu2. 
 
Caso VA  
 
Para Vup1 é a equação (39). 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢2 = 𝑃𝑃𝑢𝑢2 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿−

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

𝑥𝑥𝑝𝑝1
− � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑥𝑥𝑝𝑝1

−𝑐𝑐2𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

 (45) 

 
Onde: xp1 = Lx/2 – Lx3 + Lx3(2Ly1 + 2L + c2y + d)/2Ly3. 
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Caso VB  
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢1 = 𝑃𝑃𝑢𝑢1 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

𝑥𝑥𝑝𝑝1
− � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑥𝑥𝑝𝑝1

−𝑐𝑐1𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

 

 

(46) 

 
Onde: xp1 = Lx/2 – Lx3 + Lx3(2Ly1 + c1y + d)/2Ly3. 
Para Vup2 = Pu2. 
 
Caso VIA  
Para Vup1 é a equação (39) 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢2 = 𝑃𝑃𝑢𝑢2 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

𝑥𝑥𝑝𝑝1
 

 

(47) 

 
Onde: xp1 = Lx/2 – Lx3 + Lx3(2Ly1 + 2L ‒ c2y ‒ d)/2Ly3. 
 
Caso VIB  
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢1 = 𝑃𝑃𝑢𝑢1 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −

𝐿𝐿𝑦𝑦3(2𝑥𝑥−𝐿𝐿𝑥𝑥)
2𝐿𝐿𝑥𝑥3

−𝐿𝐿𝑦𝑦3

𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

𝑥𝑥𝑝𝑝1
 

 

(48) 

 
Onde: xp1 = Lx/2 – Lx3 + Lx3(2Ly1 ‒ c1y ‒ d)/2Ly3. 
Para Vup2 = Pu2. 
 
2.2. ZCR sob flexão uniaxial 
Figura 6 apresenta os quatro casos possíveis para determinar a superfície mínima de uma ZCR 
submetida à flexão uniaxial. 
Dois casos ocorrem quando R está localizado sobre o eixo Y: Caso Y-I: quando R está localizado 
no interior do núcleo central; Caso Y-II: quando R está localizado no exterior do núcleo central.  
Dois casos ocorrem quando R está localizado sobre o eixo X:Caso X-I: quando R está localizado 
no interior do núcleo central; Caso X-II: quando R está localizado no exterior do núcleo central. 
 
 

    
(a) Caso Y-I (b) Caso Y-II (c) Caso X-I (d) Caso X-II 

Figura 6. Quatro casos possíveis para uma ZCR submetida à flexão uniaxial. 
Fonte: Elaboração própria a partir de Montes-Paramo et al. (2023). 

 
Os Casos Y-I e X-I consideram que toda a área inferior da sapata está totalmente comprimida. A 
pressão exercida pelo solo sobre a sapata é determinada pelas equações (1)–(3). Entretanto, para o 
Caso Y-I, substituem-se Muy1, Muy2 y MuyT = 0 e, para o Caso X-I, substituem-se Y-I, y Mux1, Mux2 
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y MuxT = 0  
Os Casos Y-II e X-II consideram que a área inferior da sapata está parcialmente comprimida, ou 
seja, parte da área de contato não está submetida à pressão. A pressão exercida pelo solo sobre a 
sapata é determinada pelas equações (7)–(9), para o Caso Y-II, e pelas equações (10)–(12), para o 
Caso X-II. 
 
2.2.1. Momentos e esforços cortantes por flexão 
Os momentos últimos Mua, Mub, Muc, Mud, Mue, Muf y Mug estão localizados nos eixos a-a, b-b, c-c, 
d-d, e-e, f-f e g-g, e os esforços cortantes últimos por flexão Vuh, Vui, Vuj, Vuk, Vul e Vum estão 
localizados nos eixos h-h, i-i, j-j, k-k, l-l e m-m. 
A Figura 7 apresenta as seções críticas dos momentos últimos e dos esforços cortantes últimos por 
flexão para os quatro casos. 
 
Caso Y-I 
A Figura 7(a) representa as seções críticas para os momentos e esforços cortantes por flexão do 
Caso Y-I, sendo que as equações gerais em relação ao eixo X correspondem às equações (13) e 
(14), e, em relação ao eixo Y, às equações (15)–(18), porém substituindo MuyT = 0 
 
Caso Y-II 
A Figura 7(b) representa as seções críticas para os momentos e esforços cortantes por flexão do 
Caso Y-II. As equações gerais em relação ao eixo X correspondem às equações (19) e (21), porém 
substituindo a equação (7) pela equação (4). 
As equações gerais em relação ao eixo Y correspondem às equações (25) e (26) para Pu1, 
substituindo a equação (8) pela equação (5), e às equações (31) e (32) para Pu2, substituindo a 
equação (9) pela equação (6). 
 
Caso X-I 
A Figura 7(c) representa as seções críticas para os momentos e esforços cortantes por flexão do 
Caso X-I. As equações em relação ao eixo X correspondem às equações (13) e (14), e, em relação 
ao eixo Y, às equações (15)–(18), porém substituindo MuxT = 0. 
 
Caso X-II 
A Figura 7(d) representa as seções críticas para os momentos e esforços cortantes por flexão do 
Caso X-II. As equações gerais em relação ao eixo X correspondem às equações (19) e (21), porém 
substituindo a equação (10) pela equação (4). 
As equações gerais em relação ao eixo Y correspondem às equações (25) e (26) para Pu1, 
substituindo a equação (11) pela equação (5), e às equações (31) e (32) para Pu2 , substituindo a 
equação (12) pela equação (6). 
 

    
Momentos  Cortantes por flexão Momentos  Cortantes por flexão 

(a) Caso Y-I (b) Caso Y-II 
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Momentos  Cortantes por flexão Momentos  Cortantes por flexão 

(c) Caso X-I (d) Caso X-II 
Figura 7. Casos Y-I, Y-II, X-I y X-II. 

Fonte: elaboração própria 
 

2.2.2. Esforços cortantes por punção 
Os esforços cortantes por punção VPu1 y VPu2 ocorrem no perímetro formado pelos pontos 1, 2, 3 e 
4, para a coluna 1, e pelos pontos 5, 6, 7 e 8, para a coluna 2. 
A Figura 8 mostra as seções críticas para cisalhamento do punção em todos os casos. 
 
Caso Y-I 
As equações gerais para os esforços cortantes últimos por punção correspondem às equações (37) 
e (38), porém substituindo MuyT = 0.  
  
Caso Y-IIA 
Para Vup1 utiliza-se a equação (39), porém substituindo a equação (7) pela equação (4). 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢2 = 𝑃𝑃𝑢𝑢2 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐2𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+𝑦𝑦𝑝𝑝1

 

 

(49) 

 
Onde: yp1 = Ly – Ly2 – Ly3. 
 
Substituindo a equação (7) na equação (49), obtém-se Vup2. 
 

     
(a) Caso Y-I (b) Caso Y-IIA (c) Caso YII-B (d) Caso X-I (e) Caso X-II 

Figura 8. Esforço cortante por punção para flexão uniaxial. 
Fonte: Elaboração própria. 
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Caso Y-IIB 
 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢1 = 𝑃𝑃𝑢𝑢1 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

−𝑐𝑐1𝑥𝑥2 −𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+𝑦𝑦𝑝𝑝1

 

 

(50) 

 
Onde: yp1 = Ly1 – Ly3. 
Substituindo a equação (7) na equação (50) obtém-se Vup1. 
Para Vup2 = Pu2. 
 
Caso X-I 
As equações gerais para os esforços cortantes por punção majorados correspondem às equações 
(37) e (38), porém substituindo MuxT = 0.  
 
 
Caso X-II 

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢1 = 𝑃𝑃𝑢𝑢1 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1+

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−

𝑐𝑐1𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

𝑐𝑐1𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

𝑥𝑥𝑝𝑝1
 

 

(51) 

  

𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢2 = 𝑃𝑃𝑢𝑢2 − � � 𝜎𝜎𝑧𝑧𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿+

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 +𝑑𝑑2

𝐿𝐿𝑦𝑦
2 −𝐿𝐿𝑦𝑦1−𝐿𝐿−

𝑐𝑐2𝑦𝑦
2 −𝑑𝑑2

𝑐𝑐2𝑥𝑥
2 +𝑑𝑑2

𝑥𝑥𝑝𝑝1
 

 

(52) 

 
Onde: xp1 = Lx/2 – Lx3. 
Substituindo a equação (10) nas equação (51) e (52)  determina-se Vup1 y Vup2. 
 
3. APLICAÇÃO NUMÉRICA DO MODELO PROPOSTO 
 
Nesta seção, apresenta-se a aplicação do modelo proposto com o objetivo de demonstrar suas 
vantagens em relação ao modelo atual.Os  dados dos exemplos submetidos à flexão biaxial são: as 
dimensões das colunas são de 40 × 40 cm, L = 6,00 e 7,00 m e σmax = 200 kN/m², sendo a sapata 
submetida a P1 = 500 kN (PD1 = 300 kN y PL1 = 200 kN), Mx1 = 1000 kN-m (MxD1 = 600 kN-m y 
MxL1 = 400 kN-m), My1 = 250 kN-m (MyD1 = 150 kN-m y MyL1 = 100 kN-m), P2 = 1000 kN (PD2 = 
600 kN y PL2 = 400 kN), Mx2 = 2000 kN-m (MxD2 = 1200 kN-m y MxL2 = 800 kN-m), My2 = 500 
kN-m (MyD2 = 300 kN-m y MyL2 = 200 kN-m), para os quatro tipos de restrições na direção do eixo 
Y (sem restrições, limitado na coluna 1, limitado na coluna 2 e limitado nas duas colunas) (ver 
Figura 9). A área mínima e as dimensões laterais da ZCR, para os quatro tipos de restrições, 
coincidem em dois casos (sem restrições e limitado na coluna 2) e nos outros dois casos (limitado 
na coluna 1 e limitado nas duas colunas), conforme apresentado no trabalho proposto por Montes-
Paramo et al. (2023).De acordo com o código ACI 318S-19, as cargas e os momentos últimos são 
obtidos da seguinte forma: U = 1,2D + 1,6Londe U é a carga última ou momento último, D é a 
carga permanente ou momento devido à carga permanente, e L é a carga variável ou momento 
devido à carga variável. As cargas e os momentos últimos serão: Pu1 = 680 kN, Mux1 = 1360 kN-
m, Muy1 = 340 kN-m, Pu2 = 1360 kN, Mux2 = 2720 kN-m, Muy2 = 680 kN-m, σumax = 272 kN/m2A 
pressão máxima última é obtida a partir das dimensões conhecidas e utilizando-se as cargas e os 
momentos últimos, por meio das equações (12) a (14) de Montes-Páramo et al. (2023). 
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(a)  Sem restrições (b)  Limitado na coluna(pilar) 1 

  
(c) Limitado na coluna(pilar) 2 (d) Limitado nas duas colunas (pilares) 

Figura 9. Quatro tipos de restrições na direção do eixo Y. 
Fonte: Elaboração própria. 

 
Para todos os exemplos, são utilizados f’c (resistência do concreto aos 28 dias) =21 MPa, fy  

(resistência do aço no ponto de escoamento) = 420 MPa e r (cobrimento do concreto) = 8 cm. 
A Tabela 1 apresenta detalhadamente o dimensionamento completo das ZCRs sob flexão biaxial 
(ver Anexo). 
Os dados dos exemplos sob flexão uniaxial, para os dois casos, são: 
1) Quando as cargas estão posicionadas sobre o eixo Y (Caso Y): as dimensões dos pilares são de 
40 × 40 cm, L = 6.00 y 7.00 m y σmax = 200 kN/m2, e a sapata está submetida a P1 = 500 kN (PD1 
= 300 kN y PL1 = 200 kN), Mx1 = 1000 kN-m (MxD1 = 600 kN-m y MxL1 = 400 kN-m), My1 = 0 kN-
m (MyD1 = 0 kN-m y MyL1 = 0 kN-m), P2 = 500 kN (PD2 = 300 kN y PL2 = 200 kN), Mx2 = 2000 kN-
m (MxD2 = 1200 kN-m y MxL2 = 800 kN-m), My2 = 0 kN-m (MyD2 = 0 kN-m y MyL2 = 0 kN-m). As 
cargas fatoradas e os momentos fatorados serão: Pu1 = 680 kN, Mux1 = 1360 kN-m, Muy1 = 0 kN-m, 
Pu2 = 680 kN, Mux2 = 2720 kN-m, Muy2 = 0 kN-m, σumax = 272 kN/m2, a pressão máxima última é 
obtida utilizando-se as cargas últimas e os momentos últimos, a partir das equações (32) e (33) de 
Montes-Páramo et al. (2023). 
2) Quando as cargas estão posicionadas sobre o eixo X (Caso X): as dimensões dos pilares são de 
40 × 40 cm, L = 6.00 y 7.00 m y σmax = 200 kN/m2, e a sapata está submetida a P1 = 500 kN (PD1 
= 300 kN y PL1 = 200 kN), Mx1 = 0 kN-m (MxD1 = 0 kN-m y MxL1 = 0 kN-m), My1 = 1000 kN-m 
(MyD1 = 600 kN-m y MyL1 = 400 kN-m), P2 = 500 kN (PD2 = 300 kN y PL2 = 200 kN), Mx2 = 0 kN-
m (MxD2 = 0 kN-m y MxL2 = 0 kN-m), My2 = 2000 kN-m (MyD2 = 1200 kN-m y MyL2 = 800 kN-m). 
As cargas últimas e os momentos últimos serão: a pressão máxima última é obtida utilizando-se as 
cargas últimas e os momentos últimos, a partir das equações (41) e (42) de Montes-Páramo et al. 
(2023). 
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A área mínima e as dimensões laterais das ZCRs são apresentadas no documento proposto por 
Montes-Páramo et al. (2023). 
A Tabela 2 apresenta detalhadamente o dimensionamento completo das ZCRs sob flexão uniaxial 
(ver Anexo). 
 
4. 4 RESULTADOS 
 
4.1 Verificação das equações para o dimensionamento completo das ZCRs submetidas à flexão 
biaxial. 
4.1.1 Modelo atual ou Caso I. 
Para os momentos: substituindo  y1 = Ly/2 na equação (14) para o momento, obtém-se Muao = 0  
(momento na extremidade da sapata do lado do pilar 1). Agora, somando Pu1(L + Ly2) + Pu2Ly2 + 
Mux1 + Mux2  substituindo  y1 = – Ly/2 na equação (14) para o momento, obtém-se Mueo = 0 (momento 
na extremidade da sapata do lado do pilar 2). 
Para os esforços cortantes por flexão: substituindo y1 = Ly/2 na equação (13) para o esforço cortante 
por flexão, obtém-se Vuho = 0 (esforço cortante por flexão na extremidade da sapata do lado do pilar 
1). Agora, somando Pu1 + Pu2 e substituindo y1 = – Ly/2 na equação (13) para o esforço cortante 
por flexão, obtém-se Vuko = 0 (esforço cortante por flexão na extremidade da sapata do lado do pilar 
2). 
 
4.1.2 Novo Modelo ou Casos II, III, IV e V 
Para os momentos: substituindo y1 = Ly/2 na equação (21) ou (22) (casos II e III) e na equação (24) 
(casos IV e V), conforme o caso, obtém-se Muao = 0 (momento na extremidade da sapata do lado 
do pilar 1). Agora, somando Pu1(L + Ly2) + Pu2Ly2 + Mux1 + Mux2 y e substituindo y1 = – Ly/2  na 
equação (21) ou (22) (casos II e III) e na equação (24) (casos IV e V), conforme o caso, obtém-se 
Mueo = 0 (momento na extremidade da sapata do lado do pilar 2). 
Para os esforços cortantes por flexão: substituindo y1 = Ly/2 a equação (19) ou (20) (casos II e III) 
e na equação (23) (casos IV e V), conforme o caso, para o esforço cortante por flexão, obtém-se 
Vuho = 0 (esforço cortante por flexão na extremidade da sapata do lado do pilar 1). Agora, somando 
Pu1 + Pu2 y e substituindo y1 = – Ly/2 a equação (19) ou (20) (casos II e III) e na equação (23) (caso 
IV), conforme o caso, para o esforço cortante por flexão, obtém-se Vuko = 0 (esforço cortante por 
flexão na extremidade da sapata do lado do pilar 2). 
 
4.2 Verificação das equações para o dimensionamento completo das ZCRs submetidas à flexão 
uniaxial 
4.2.1 Modelo atual ou Casos Y-I e X-I 
As equações são as mesmas utilizadas para a flexão biaxial, porém considerando  MuyT = 0 o MuxT 
= 0 conforme o caso. 
 
4.2.2 Novo Modelo ou Casos Y-II e X-II 
As equações são as mesmas utilizadas para a flexão biaxial, porém considerando a equação (21) 
para o momento e a equação (19) para o esforço cortante por flexão, bem como MuyT = 0 o MuxT = 
0 conforme o caso. 
 
4.3 Resultados e discussões 
Tabela 1 apresenta o seguinte (ver Anexo): 
Para as sapatas com ambas as extremidades livres e restringidas em Ly2: 
A espessura é determinada pelo esforço cortante por flexão em Vum para o caso  I e em Vuj para o caso 
IV, para L = 6,00 e 7,00 m. 
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As áreas de aço propostas na direção do eixo Y: AspyN é determinada pela armadura fornecida pelo 
momento negativo para os dois casos, e AspyP é determinada pela armadura mínima Asminy para os 
dois casos, para L = 6,00 e 7,00 m. 
As áreas de aço propostas na direção do eixo X: Aspxw1 y Aspxw2 são determinadas pelas armaduras 
mínimas respectivamente, para os casos I e IV, para L = 6,00 e 7,00 m. 
Para as sapatas com ambas as extremidades restringidas e restringidas em Ly1: 
A espessura é determinada pelo momento em Mug para o caso I e pelo esforço cortante por flexão 
em Vu para o caso II, para L = 6,00 m; e pelo esforço cortante por flexão em Vum para o caso I e em 
Vuj para o caso II, para L = 7,00 m. 
As áreas de aço propostas na direção do eixo Y: AspyN y AspyP  são determinadas pela armadura 
mínima Asminy para o caso I, para L = 6,00 e 7,00 m. AspyN y AspyP são determinadas pela armadura 
fornecida pelo momento negativo para o caso II, para L = 6,00 e 7,00 m. 
As áreas de aço propostas na direção do eixo X: Aspxw1 é determinada pela armadura mínima Asminxw1 
sob o pilar 1 para os casos I e II, com exceção do caso I para L = 6,00 m. A área de aço proposta 
na direção do eixo X, Aspxw2, é determinada pela armadura fornecida pelo momento negativo sob o 
pilar 2 para os casos I e II, com exceção do caso II para L = 7,00 m. 
A Tabela 2 apresenta o seguinte (ver Anexo): 
Para as sapatas submetidas à flexão uniaxial (Caso Y) (ver Anexo): 
A espessura é determinada pelo esforço cortante por flexão em Vuj para os casos Y-I e Y-II, para L 
= 6,00 e 7,00 m. 
As áreas de aço propostas na direção do eixo Y: AspyN é determinada pela armadura fornecida pelo 
momento negativo, e AspyP é determinada pela armadura mínima Asminy, para os casos Y-I e Y-II, 
para L = 6,00 e 7,00 m. 
As áreas de aço propostas na direção do eixo X: Aspxw1 é determinada pela armadura mínima Asminxw1 
para os casos Y-I e Y-II, para L = 6,00 e 7,00 m, e para Aspxw2 ocorre o mesmo que para Aspxw1.. 
Para as sapatas submetidas à flexão uniaxial (Caso X) (ver Anexo): 
A espessura é determinada pelo esforço cortante por flexão em Vum para o caso X-I, para L = 6,00 
e 7,00 m, e, para o caso X-II, é determinada pelo esforço cortante por flexão em Vul e Vum. 
As áreas de aço propostas na direção do eixo Y: AsmyN e AspyP são determinadas pela armadura 
mínima Asminy para os casos X-I e X-II, para L = 6,00 e 7,00 m. 
As áreas de aço propostas na direção do eixo X: Aspxw1 é determinada pela armadura fornecida pelo 
momento sob o pilar 1 para os casos X-I e X-II, para L = 6,00 e 7,00 m, e para Aspxw2 ocorre o 
mesmo que para Aspxw1. 
A Figura 10 representa detalhadamente o dimensionamento geral (dimensões e armadura de 
reforço) das ZCRs. 
A Figura 11 apresenta os volumes de concreto e de aço para flexão biaxial, considerando os quatro 
tipos de restrições. 
A Figura 11(a) apresenta os volumes de concreto para flexão biaxial. Os maiores volumes 
correspondem ao modelo atual para todos os tipos de restrições, sendo que a maior diferença ocorre 
para L = 6,00 m, em que o volume do modelo atual é 29,72 vezes o volume do modelo proposto, 
para os lados restringidos em Ly1 e Ly2 e para o lado restringido em Ly1. 
A Figura 11(b) apresenta os volumes de aço para flexão biaxial. Os maiores volumes correspondem 
ao modelo atual para todos os tipos de restrições, sendo que a maior diferença ocorre para L = 6,00 
m, em que o volume de aço do modelo atual é 28,74 vezes o volume correspondente do modelo 
proposto, para os lados restringidos em Ly1 e Ly2e para o lado restringido em Ly1. 
Os volumes de concreto e de aço são determinados da seguinte forma: Vc = LxLyt  ̶  (AspyN + AspyP)Ly  
 ̶  (Aspxw1 + Aspxw2 + Asti + Asts)Lx  y Vs = (AspyN + AspyP)Ly + (Aspxw1 + Aspxw2 + Asti + Asts)Lx. Aqui, o 
comprimento do gancho não é considerado, pois o comprimento total das barras da sapata é 
equivalente ao comprimento total com gancho, uma vez que seria necessário descontar o 
cobrimento e o comprimento de desenvolvimento do gancho. 
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Figura 10. Dimensionamento geral das ZCRs. 

Fonte: Elaboração própria. 
 

 
(a) Volume de concreto (b) Volume de aço 

Figura 11. Volumes de concreto e aço para flexão biaxial. 
Fonte: Elaboração própria. 

 
A Figura 12 apresenta os volumes de concreto e de aço para flexão uniaxial, considerando os dois 
casos, X e Y. 
A Figura 12(a) apresenta os volumes de concreto para flexão uniaxial. O volume para o caso Y é 
ligeiramente maior no modelo atual, para L = 7,00 m, em relação ao modelo proposto; para L = 
6,00 m, o modelo proposto apresenta maior volume, sendo 1,56 vez o volume do modelo atual. 
Para o caso X, o maior volume corresponde ao modelo atual, sendo que a maior diferença ocorre 
para L = 6,00 m, com valor 6,53 vezes superior ao do modelo proposto, enquanto a menor diferença 
ocorre para L = 7,00 m, com valor 5,79 vezes superior ao do modelo proposto. 
A Figura 12(b) apresenta os volumes de aço para flexão uniaxial. O volume para o caso Y é 
ligeiramente maior no modelo atual, para L = 7,00 m, em relação ao modelo proposto; para L = 
6,00 m, o modelo proposto apresenta maior volume, sendo 1,06 vez o volume do modelo atual. 
Para o caso X, o maior volume corresponde ao modelo atual, sendo que a maior diferença ocorre 
para L = 6,00 m, com valor 6,88 vezes superior ao do modelo proposto, enquanto a menor diferença 
ocorre para L = 7,00 m, com valor 5,81 vezes superior ao do modelo proposto. 
 



 
                                                                              Revista ALCONPAT, 16 (3), 2026: 422 – 474 

                                                 Dimensionamento completo de sapatas combinadas retangulares, considerando 
que a área de contato com o solo está parcialmente comprimida.  

Luévanos Rojas, A., López Chavarría, S., Medina Elizondo, M., Martínez Aguilar, C.  
466 

 
(a) Volume de concreto (b) Volume de aço 

Figura 12. Volumes de concreto e aço para flexão uniaxial. 
Fonte: Elaboração própria. 

 
Além disso, é realizada uma comparação entre o MP (modelo proposto) e o EP (exemplo prático) 
proposto por Luévanos-Rojas (2016a) (lados restringidos na direção Y ou direção longitudinal), 
cujos dados do exemplo sob flexão biaxial são: 
As dimensões dos pilares são de 40 × 40 cm,  Ly1 = 0.20 m, Ly2 = 0.20 m, L = 5,60 m, Ly = 6,00 m 
e σmax = 220 kN/m², e a sapata está submetida a P1 = 1000 kN (PD1 = 600 kN e PL1= 400 kN), Mx1 
= 240 kN·m (MxD1 = 140 kN·m e MxL1 = 100 kN·m), My1 = 200 kN·m (MyD1 = 120 kN·m e MyL1 = 
80 kN·m), P2 = 800 kN (PD2 = 500 kN e PL2 = 300 kN), Mx2 = 220 kN·m (MxD2 = 120 kN·m e MxL2 
= 100 kN·m), My2 = 200 kN·m (MyD2 = 110 kN·m e MyL2 = 90 kN·m). 
As cargas últimas e os momentos últimos serão: Pu1 = 1360 kN, Mux1 = 328 kN·m, Muy1 = 272 
kN·m, Pu2= 1080 kN, Mux2 = 304 kN·m, Muy2 = 272 kN·m, Ru = 2440 kN; MuyT = 548 kN·m, MuxT 
= 1416 kN·m, σumax x = 299,42 kN/m². 
A pressão máxima última é obtida a partir das dimensões conhecidas e utilizando-se as cargas 
últimas e os momentos últimos por meio da equação (7) de Montes-Páramo et al. (2023). 
A Tabela 3 apresenta detalhadamente a comparação das dimensões finais entre o MP (caso II) e o 
EP (caso I). 
 

Tabela 3. Comparação das dimensões finais entre o MP e o EP. 
(Fonte: Elaboração própria) 

Modelo dp 
(m) 

t  
(cm) 

L     
(m) 

Lx     
(m) 

Ly     
(m) 

Ly1    
(m) 

Ly2   
 (m) 

Lx3     
 (m) 

Ly3  

 (m) 
Amin  

(m2) 
MP 52 60 5.60 2.80 6.00 0.20 0.20 5.91 10.87 16.80 
EP 77 85 5.60 3.30 6.00 0.20 0.20 - - 19.80 

onde: t é a espessura total, e Amin é a área mínima em planta da sapata. 
 
Na Tabela 3, observa-se que o MP é menor que o EP para Lx e Amin. 
A Tabela 4 apresenta detalhadamente a comparação dos momentos últimos de dimensionamento 
em cada seção entre o MP e o EP. 
 

Tabela 4. Comparação dos momentos últimos de dimensionamento entre o MP e o EP. 
(Fonte: Elaboração própria) 

Modelo Mua 
(kN-m) 

Mub    
(kN-m) 

Muc     
(kN-m) 

Mud   
(kN-m) 

Mue 
(kN-m) 

ØfMux 
(kN-m) 

Muf   
(kN-m) 

ØfMuf   
(kN-m) 

Mug   
(kN-m) 

ØfMug   
(kN-m) 

MP 0 549.65 1223.14 -100.74 0 3703.84 -139.67 873.05 --66.36 873.05 
EP 0 549.43 1652.53 -102.49 0 9571.55 -544.64 2276.87 -457.08 2276.87 

onde: Mua é o momento que atua sobre o eixo a; Mub é o momento que atua sobre o eixo b; Muc é o 
momento máximo positivo; Mud é o momento que atua sobre o eixo d; Mue é o momento que atua 
sobre o eixo e; Øf (fator de redução da resistência à flexão) = 0,90; ØfMux é o momento resistente 



 
    Revista ALCONPAT, 16 (3), 2026: 422 – 474 
 

Dimensionamento completo de sapatas combinadas retangulares, considerando 
que a área de contato com o solo está parcialmente comprimida.       

                                   Luévanos Rojas, A., López Chavarría, S., Medina Elizondo, M., Martínez Aguilar, C.  
467 

na direção paralela ao eixo X; Muf é o momento que atua sobre o eixo f; ØfMuf é o momento 
resistente sobre o eixo f; Mug é o momento que atua sobre o eixo g; e ØfMug é o momento resistente 
sobre o eixo g. 
 
Tabela 4 mostra que o MP é menor que o EP para todos os momentos últimos, exceto para Mub. 
A Tabela 5 apresenta detalhadamente a comparação dos esforços cortantes últimos por flexão para 
dimensionamento em cada seção entre o MP e o EP. 
 

Tabela 5. Comparação dos esforços cortantes últimos por flexão para dimensionamento entre o 
MP e o EP. 

(Fonte: Elaboração própria) 
Modelo Vuh  

(kN) 
Vui  

(kN) 
Vuj  

(kN) 
Vuk  

(kN) 
ØvVux 
(kN) 

Vul  
(kN) 

ØvVuy  
(kN) 

Vum  
(kN) 

ØvVuy  
(kN) 

MP 0 613.28 -893.73 0 964.14 -131.91 227.26 -62.67 227.26 
EP 0 661.92 -826.48 0 1682.60 -361.15 400.26 -304.64 400.26 

onde: Vuh é o esforço cortante por flexão sobre o eixo h; Vui i é o esforço cortante por flexão sobre 
o eixo i; Vuj é o esforço cortante por flexão sobre o eixo j; Vuk é o esforço cortante por flexão sobre 
o eixo k; Øv (fator de redução da resistência ao cisalhamento) = 0,85; ØvVux é o esforço cortante 
por flexão resistente do concreto na direção paralela ao eixo X; Vul é o esforço cortante por flexão 
sobre o eixo l; ØvVul  é o esforço cortante por flexão resistente do concreto sobre o eixo l; Vum é o 
esforço cortante por flexão sobre o eixo m; e ØvVum é o esforço cortante por flexão resistente do 
concreto sobre o eixo m. 
 
A Tabela 5 indica que o MP é menor que o EP para todos os esforços cortantes últimos por flexão, 
exceto para Vuj, em valor absoluto. 
A Tabela 6 apresenta detalhadamente a comparação dos esforços cortantes últimos por punção para 
dimensionamento em cada seção entre o MP e o EP. 
 
Tabela 6. Comparação dos esforços cortantes últimos por punção para dimensionamento entre o 

MP e o EP.(Fonte: Elaboração própria) 
Modelo Vup1  

(kN) 
ØvVupR11  

(kN) 
ØvVupR12  

(kN) 
ØvVupR13  

(kN) 
Vup2  
(kN) 

ØvVupR21  
(kN) 

ØvVupR22  
(kN) 

ØvVupR23  
(kN) 

MP 1226.80 7214.02 3375.78 1497.25 1036.12 7214.02 3375.78 1497.25 
EP 1189.73 13066.73 7114.75 2711.96 1023.66 13066.73 7114.75 2711.96 

onde: Vup1 é o esforço cortante por punção que atua no pilar 1; ØvVupR12, ØvVupR22 e ØvVupR13 são os 
esforços cortantes resistentes à punção do concreto no pilar 1; ØvVup2 é o esforço cortante por 
punção que atua no pilar 2; ØvVupR21, ØvVupR22 e ØvVupR23 são os esforços cortantes resistentes à 
punção do concreto no pilar 2. 
 
A Tabela 6 mostra que o MP é maior que o EP para todos os esforços cortantes últimos por punção 
que atuam sobre a sapata; entretanto, para os esforços cortantes últimos resistentes à punção do 
concreto, o MP é menor que o EP. 
A Tabela 7 apresenta detalhadamente a comparação das áreas de aço entre o MP e o EP. 
 

Tabela 7. Comparação das áreas de aço entre o MP e o EP. 
(Fonte: Elaboração própria) 

Modelo AsmyN 
(cm2)  

AsmyP 
(cm2) 

Asminy 
(cm2) 

AspyN 
(cm2) 

AspyP 
(cm2) 

Asmxw1 
(cm2) 

Asminxw1 
(cm2) 

Aspxw1 
(cm2) 

Asmxw2 
(cm2) 

Asminxw2 
(cm2) 

Aspxw2 
(cm2) 

Asti 
(cm2) 

Asts 
(cm2) 

MP 5.15 65.72 48.48 48.48 65.72 7.29 11.43 11.43 3.42 11.43 11.43 50.54 64.80 
EP 3.53 58.35 84.62 84.62 84.62 19.45 20.13 20.13 16.22 20.13 20.13 67.78 91.80 
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onde: AsmyN e AsmyP são as áreas de aço fornecidas pelos momentos negativos (parte inferior) e 
positivos (parte superior), na direção Y; Asminy é a área mínima de aço na direção Y; AspyN e AspyP 
são as áreas de aço propostas para os momentos negativos (parte inferior) e positivos (parte 
superior), na direção Y; Asmxw1 e Asmxw2 são as áreas de aço sob os pilares, determinadas pelos 
momentos Muf e Mug, na direção X; Asminxw1 e Asminxw2 são as áreas mínimas de aço sob os pilares 1 
e 2, na direção X; Aspxw1 e Aspxw2 são as áreas de aço propostas sob cada pilar, na direção X; Asti é a 
área de aço para efeitos de temperatura na parte inferior da sapata, na direção X, com largura Ly – 
w1 – w2; e Asts é a área de aço para efeitos de temperatura na parte superior da sapata, na direção X, 
com largura Ly. 
 
A Tabela 7 indica que o MP é menor que o EP para todas as áreas de aço. 
Portanto, os volumes de concreto e de aço para o MP são Vc = 9,97 m³ e Vs = 107.216,00 cm³, e 
para o EP são Vc = 16,66 m³ e Vs = 167.491,20 cm³. Assim, a economia de concreto é de 40,16% 
do MP em relação ao EP, enquanto a economia de aço é de 35,99% do MP em relação ao EP. 
 
5. CONCLUSÕES 
 
Neste trabalho, apresenta-se o dimensionamento completo para determinar a espessura e as áreas 
das armaduras longitudinais e transversais das ZCRs rígidas submetidas à flexão biaxial e uniaxial, 
apoiadas sobre solos elásticos (a distribuição da pressão do solo é linear). 
O trabalho apresentado por Montes-Páramo et al. (2023) apresenta a área mínima para ZCRs 
submetidas à flexão uniaxial e biaxial. 
As principais conclusões apresentadas neste trabalho são: 

1. Alguns autores apresentam o dimensionamento completo de ZCRs submetidas à flexão 
biaxial e uniaxial sobre solos elásticos, porém consideram apenas o caso I (área 
totalmente comprimida). 

2. Este trabalho apresenta uma economia significativa nos volumes de concreto e aço em 
relação ao modelo atual para flexão biaxial, com uma economia de concreto de até 
96,64% e de aço de até 96,52%, com ambas as extremidades restringidas, para L = 6,00 
m (ver Figura 11). 

3. O modelo proposto apresenta uma economia nos volumes de concreto e aço em relação 
ao modelo atual para flexão uniaxial (caso X), com uma economia de concreto de até 
84,68% e de aço de até 85,47%, quando a carga está posicionada sobre o eixo X, para 
L = 6,00 m (ver Figura 12). 

4. O modelo novo apresenta uma economia nos volumes de concreto e aço em relação ao 
modelo velho para flexão uniaxial (caso Y), com uma economia de concreto de até 
35,86% e de aço de até 5,91%, quando a carga está posicionada sobre o eixo Y, para L 
= 6,00 m (ver Figura 12). 

5. As espessuras para flexão biaxial, para as sapatas com ambas as extremidades livres e 
restringidas em Ly2, são determinadas por Vum (Caso I) e por Vuj (Caso IV), para L = 
6,00 e 7,00 m. Para as sapatas com ambas as extremidades restringidas e restringidas 
em Ly1, as espessuras são determinadas por Mug (Caso I) e por Vuj (Caso II), para L = 
6,00 m, e por Vum (Caso I) e Vuj (Caso II), para L = 7,00 m (ver Tabela 1). 

6. As espessuras para flexão uniaxial, para as sapatas (Caso Y), são determinadas por Vuj 
(Casos Y-I e Y-II), para L = 6,00 e 7,00 m. As espessuras para flexão uniaxial das 
sapatas (Caso X) são determinadas por Vum (Caso X-I), para L = 6,00 e 7,00 m, e por 
Vul l e Vum (Caso X-II), para L = 6,00 e 7,00 m (ver Tabela 2). 

7. A comparação entre o MP e o EP, proposto por Luévanos-Rojas (2016a), resulta em 
uma economia de concreto de 40,16% no MP em relação ao EP e em uma economia de 
aço de 35,99% no MP em relação ao EP. 
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8. O EP proposto por Luévanos-Rojas (2016a) foi verificado por meio do Caso I deste 
artigo, e os resultados coincidem. 

9. O modelo proposto neste trabalho pode ser utilizado com outros códigos ou 
regulamentos de construção, considerando-se simplesmente os momentos resistentes, 
os esforços cortantes resistentes por flexão e os esforços cortantes resistentes à punção 
para definir a altura útil, bem como as equações para determinar as áreas de armadura 
propostas por cada código ou regulamento de construção. 

10. O modelo proposto pode ser utilizado quando a força resultante R estiver localizada fora 
do núcleo central e dentro da área da ZCR, enquanto o modelo atual pode ser utilizado 
quando a força resultante R estiver localizada dentro do núcleo central. 

Este estudo apresenta uma solução robusta e eficaz, aplicada exclusivamente à obtenção do 
dimensionamento completo (espessura e áreas das armaduras transversal e longitudinal), com base 
no trabalho apresentado por Montes-Páramo et al. (2023), no qual são determinados os lados e a 
área mínima das ZCRs apoiadas sobre solos elásticos. 
Sugestões para pesquisas futuras: 

1. Dimensionamento completo de sapatas combinadas trapezoidais, em forma de T e em 
forma de L (de canto), trabalhando parcialmente sob compressão.  

2. Desenvolvimento de software para o dimensionamento completo das ZCRs, considerando 
a área de contato com o solo que trabalha parcialmente sob compressão. 
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ANEXO 
 

Tabla 1. Ejemplos de flexión biaxial. 
(Fuente: Elaboración propia) 

Concepto Extremos libres; Restringido en Ly2 Extremos restringidos; Restringido en Ly1 
Caso I IV 1 IV I II I II 
L (m) 6.00 7.00 6.00 7.00 

Ru (kN) 2040 2040 2040 2040 2040 2040 2040 2040 
MuxT (kN-m) 0 0 0 0 2040 2040 1700 1700 
MuyT (kN-m) 1020 1020 1020 1020 1020 1020 1020 1020 

Lx (m) 3.00 2.19 3.00 2.10 48.00 3.48 9.25 2.89 
Ly (m) 8.40 8.40 9.07 9.07 6.40 6.40 7.40 7.40 
Ly1 (m) 2.20 2.20 1.87 1.87 0.20 0.20 0.20 0.20 
Ly2 (m) 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 
Lx3 (m) - 1.79 - 1.65 - 5.32 - 3.64 
Ly3 (m) - 444529.09 - 434025.46 - 9.06 - 13.94 
dp (cm) 82 77 82 82 132 57 102 67 
r (cm) 8 8 8 8 8 8 8 8 
t (cm) 90 85 90 90 140 65 110 75 

Vc (m3) 22.45 15.46 24.25 16.95 424.75 14.29 74.52 15.72 
Mua (kN-m) -485.71 -486.88 -312.50 -312.91 0 0 0 0 
Mub (kN-m) 796.57 794.90 1015.50 1015.24 1447.59 1446.16 1459.58 1458.68 

yc (m) 1.40 1.40 1.51 1.50 1.99 1.98 2.09 2.11 
Muc (kN-m) 816.00 816.01 1118.22 1118.71 1622.28 1601.34 1755.12 1743.22 
Mud (kN-m) -2467.43 -2485.99 -2466.00 -2449.84 -2450.59 -2449.90 -2455.69 -2467.56 
Mue (kN-m) 0 0 0 0 0 0 0 0 

ØfMux (kN-m) 7608.05 3480.81 9868.15 6907.71 409143.86 5531.16 47079.19 6346.50 
Muf (kN-m) -327.73 -127.46 -327.73 -119.88 -4180.16 -216.06 -878.70 -152.72 

ØfMuf (kN-m) 4013.05 3393.55 4013.05 4013.05 9035.26 1088.75 4631.57 1614.08 
Mug (kN-m) -655.47 -85.52 -655.47 -79.59 -8360.32 -362.38 -1757.40 -230.52 

ØfMug (kN-m) 2664.40 2276.87 2664.40 2664.40 9035.26 1088.75 4631.57 1614.08 
Vuh (kN) -485.71 -486.88 -190.50 -374.75 * * * * 
Vui (kN) -102.00 -91.70 30.50 31.49 -244.10 50.64 74.80 189.92 
Vuj (kN) -1063.71 -1080.04 -1085.50 -1081.51 -1187.60 -1274.09 -1182.28 -1225.93 
Vuk (kN) * * * * * * * * 

ØvVux (kN) 1628.97 1116.64 1628.97 1140.28 41955.86 1313.50 6247.69 1282.18 
Vul (kN) -200.19 -39.78 -219.04 -9.96 -329.05 -176.74 -301.61 -113.30 

ØvVul (kN) 662.45 258.55 662.45 662.45 926.53 258.55 614.64 326.09 
Vum (kN) -400.38 -26.69 -400.38 -6.61 -658.10 -57.05 -603.22 -55.58 

ØvVum (kN) 439.82 400.26 439.82 439.82 926.53 258.55 614.64 326.09 
Vup1 (kN) 599.59 535.43 605.50 532.79 658.42 565.21 618.67 556.64 

ØvVup1 (kN) 5143.71 4632.11 5143.71 5143.71 6515.50 1714.48 4248.03 2187.51 
Vup2 (kN) 1280.00 1263.01 1285.91 1262.26 1357.36 1359.22 1344.31 1338.92 

ØvVup2 (kN) 2993.47 2711.96 2993.47 2993.47 6515.50 1714.48 4248.03 2187.51 
AsmyN (cm2) 82.89 91.22 82.84 83.84 49.16 122.62 64.21 104.00 
AsmyP (cm2) 26.67 28.61 36.72 37.03 32.53 77.92 45.78 71.98 
Asminy (cm2) 81.92 56.15 81.92 57.34 2109.89 66.05 314.19 64.48 
AspyN (cm2) 82.89 91.22 82.84 83.84 2109.89 122.62 314.19 104.00 
AspyP (cm2) 81.92 56.15 81.92 57.34 2109.89 77.92 314.19 71.98 

Asmxw1 (cm2) 10.71 4.40 10.71 3.89 90.69 10.35 23.49 6.12 
Asminxw1 (cm2) 33.31 30.00 33.31 33.31 46.59 13.00 30.91 16.40 
Aspxw1 (cm2) 33.31 30.00 33.31 33.31 90.69 13.00 30.91 16.40 
Asmxw2 (cm2) 22.00 2.96 22.00 2.58 201.79 17.77 48.59 9.31 

Asminxw2 (cm2) 22.12 20.13 22.12 22.12 46.59 13.00 30.91 16.40 
Aspxw2 (cm2) 22.12 20.13 22.12 22.12 201.79 17.77 48.59 16.40 

Asti (cm2) 103.19 98.61 114.05 114.05 94.75 58.85 110.48 80.06 
Asts (cm2) 136.08 128.52 146.93 146.93 161.28 74.88 146.52 99.90 
Vs (cm3) 226850.40 184510.74 244360.32 194496.36 5333507.20 185591.60 776263.70 321938.04 

* No existe porque el eje se ubica fuera del área de la zapata. 
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Tabla 2. Ejemplos de flexión uniaxial. 
(Fuente: Elaboración propia) 

Concepto Cargas ubicadas sobre el eje Y Cargas ubicadas sobre el eje X 
Caso Y-I Y-II Y-I Y-II X-I X-II X-I X-II 
L (m) 6.00 7.00 6.00 7.00 

Ru (kN) 1360 1360 1360 1360 1360 1360 1360 1360 
MuxT (kN-m) 1954.43 2210.22 2278.00 2291.60 0 0 0 0 
MuyT (kN-m) 0 0 0 0 4080 4080 4080 4080 

Lx (m) 1.00 1.03 1.00 1.00 18.00 7.04 18.00 6.90 
Ly (m) 9.53 9.75 10.05 10.03 6.40 6.40 7.40 7.40 
Ly1 (m) 3.33 3.25 2.85 2.83 0.20 0.20 0.20 0.20 
Ly2 (m) 0.20 0.50 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 
Lx3 (m) - - - - - 1.56 - 1.35 
Ly3 (m) - 9.75 - 10.00 - - - - 
dp (cm) 97 97 102 102 107 37 92 37 
r (cm) 8 8 8 8 8 8 8 8 
t (cm) 105 105 110 110 115 45 100 45 

Vc (m3) 9.87 15.39 10.91 10.88 131.02 20.07 131.67 22.74 
Mua (kN-m) -1190.72 -1162.41 -866.78 -858.23 0 0 0 0 
Mub (kN-m) 3.52 31.45 364.50 373.51 119.00 119.00 121.30 121.30 

yc (m) 1.84 2.02 2.08 2.09 0 0 0 0 
Muc (kN-m) 37.03 65.28 365.58 374.48 952.00 952.00 1122.00 1122.00 
Mud (kN-m) -2585.37 -2585.64 -2584.29 -2579.70 119.00 119.00 121.30 121.30 
Mue (kN-m) 0 -0.13 0 0 0 0 0 0 

ØfMux (kN-m) 4602.89 4740.97 5089.64 5089.64 100815.43 4714.80 74530.68 4621.04 
Muf (kN-m) -30.60 -9.24 -30.60 -8.66 -2120.09 -347.52 -2120.09 -300.74 

ØfMuf (kN-m) 6305.96 6305.96 7227.29 7227.29 5236.80 391.78 3560.91 391.78 
Mug (kN-m) -30.60 -8.00 -30.60 -5.55 -2777.43 -347.52 -2777.43 -300.74 

ØfMug (kN-m) 4073.56 5454.42 4631.57 4631.57 5236.80 391.78 3560.91 391.78 
Vuh (kN) -523.93 -520.57 -405.38 -402.67 * * * * 
Vui (kN) -268.85 -277.62 -198.49 -198.53 367.63 516.38 437.41 538.49 
Vuj (kN) -635.95 -645.71 -652.85 -653.72 -367.63 -516.38 -437.41 -538.49 
Vuk (kN) * * * * * * * * 

ØvVux (kN) 642.32 661.59 675.43 675.43 12753.63 1724.85 10965.74 1690.55 
Vul (kN) * * * * -403.10 -124.11 -409.27 -107.41 

ØvVul (kN) 879.97 879.97 959.10 959.10 662.48 143.33 523.92 143.33 
Vum (kN) * * * * -625.25 -124.11 -520.85 -107.41 

ØvVum (kN) 568.45 761.15 614.64 614.64 662.48 143.33 523.92 143.33 
Vup1 (kN) 431.22 424.12 404.17 394.76 663.77 680.00 668.41 680.00 

ØvVup1 (kN) 6832.74 6832.74 7447.17 7447.17 4593.81 922.67 3595.04 922.67 
Vup2 (kN) 657.36 659.83 669.52 669.48 663.77 680.00 668.41 680.00 

ØvVup2 (kN) 3915.11 3915.11 4248.03 4248.03 4593.81 922.67 3595.04 922.67 
AsmyN (cm2) 77.86 77.61 73.21 73.07 0 0 0 0 
AsmyP (cm2) 1.01 1.78 9.59 9.82 23.57 70.30 32.34 83.43 
Asminy (cm2) 32.30 33.27 33.97 33.97 641.36 86.74 551.45 85.01 
AspyN (cm2) 77.86 77.61 73.21 73.07 641.36 86.74 551.45 85.01 
AspyP (cm2) 32.30 33.27 33.97 33.97 641.36 86.74 551.45 85.01 

Asmxw1 (cm2) 0.84 0.25 0.79 0.22 56.12 25.19 67.80 24.86 
Asminxw1 (cm2) 44.25 44.25 48.23 48.23 33.31 7.21 26.35 7.21 
Aspxw1 (cm2) 44.25 44.25 48.23 48.23 56.12 25.19 67.80 24.86 
Asmxw2 (cm2) 0.84 0.22 0.79 0.14 75.35 25.19 92.62 24.86 

Asminxw2 (cm2) 28.59 38.28 30.91 30.91 33.31 7.21 26.35 7.21 
Aspxw2 (cm2) 28.59 38.28 30.91 30.91 75.35 25.19 92.62 24.86 

Asti (cm2) 104.76 135.99 152.86 152.46 93.77 42.36 102.24 50.46 
Asts (cm2) 180.12 184.28 198.99 198.59 132.48 51.84 133.20 59.94 
Vs (cm3) 140754.48 149596.40 150814.90 150380.12 1464836.80 212811.52 1528694.00 236297.60 
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