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RESUMO

Este trabalho apresenta o dimensionamento completo de ZCRs (sapatas combinadas retangulares),
considerando que a superficie de contato com o solo esta parcialmente comprimida. A formulagao ¢
desenvolvida por meio de integragdo para determinar os momentos, os esfor¢os cortantes por flexao e
os esfor¢os cortantes por pun¢ao para todos os casos possiveis de sapatas submetidas a flexao biaxial
e uniaxial. S3o apresentados estudos numéricos para determinar o dimensionamento desse tipo de
sapata. O modelo proposto apresenta uma economia significativa nos volumes de ago e concreto em
comparagdo com o modelo atual, quando a forga resultante esta localizada fora do ntcleo central.
Portanto, recomenda-se a utilizagdo do modelo proposto, uma vez que proporciona melhor controle e
otimizac¢ao dos recursos empregados.

Palavras-chave: dimensionamento completo; sapatas combinadas retangulares; momentos; esfor¢os
cortantes por flexdo; esforgos cortantes por puncao.
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Complete design for rectangular combined footings assuming that the contact
area with the soil is partially compressed.

ABSTRACT

This paper presents the complete design for RCFs (rectangular combined footings), assuming that
the contact area with the soil is partially compressed. The formulation is carried out by integration
to determine the moments, flexural shearing and punching shearing for all possible cases for
footings under biaxial and uniaxial flexion. Numerical studies are presented to determine the
design of this type of foundation. The proposed model offers significant savings in concrete and
steel volumes compared to the current model, if the resultant force is located outside the central
nucleus. Therefore, the proposed model should be used, because it offers better quality in the
control of the resources used.

Keywords: complete design; rectangular combined footings; moments; flexural shearing;
punching shearing.

Disefio completo para zapatas combinadas rectangulares asumiendo que el
area de contacto con el suelo esta parcialmente comprimida.

RESUMEN

Este trabajo presenta el disefio completo para ZCRs (zapatas combinadas rectangulares),
asumiendo que la superficie de contacto con el suelo estd parcialmente comprimida. La
formulacion se lleva a cabo por integracion para determinar los momentos, los cortantes por
flexion y los cortantes por punzonamiento para todos los casos posibles para zapatas bajo flexion
biaxial y uniaxial. Los estudios numéricos se presentan para determinar el disefio de este tipo de
zapatas. El modelo propuesto presenta un ahorro significativo en los volimenes de acero y
concreto que el modelo actual, si la fuerza resultante se localiza fuera del nucleo central. Por lo
tanto, el modelo propuesto se debe de utilizar, porque presenta mejor calidad en el control de los
recursos utilizados.

Palabras clave: disefio completo; zapatas combinadas rectangulares; momentos; cortantes por
flexion; cortantes por punzonamiento.

Informacdes legais

Revista ALCONPAT ¢ uma publicagdo trimestral da Associagdo Latino-Americana de Controle de Qualidade, Patologia e
Recuperagdo de Construgdo, Internacional, A.C., Km. 6, antiga estrada para Progreso, Merida, Yucatan, C.P. 97310, Tel. +52 1
983 419 8241, alconpat.int@gmail.com, Website: www.alconpat.org

Reserva de direitos de uso exclusivo No.04-2013-011717330300-203, eI[SSN 2007-6835, ambos concedidos pelo Instituto Nacional
de Direitos Autorais. Editor responsavel: Dr. Pedro Castro Borges. Responsavel pela ultima atualizagio deste nimero, Unidade de
Informatica ALCONPAT, Eng. Elizabeth Sabido Maldonado.

As opinides expressas pelos autores ndo refletem necessariamente a posi¢io do editor.

A reprodugio total ou parcial do contetido e das imagens da publicagdo ¢ realizada de acordo com o codigo COPE e a licenga CC
BY 4.0 da Revista ALCONPAT.

Dimensionamento completo de sapatas combinadas retangulares, considerando

que a area de contato com o solo esté parcialmente comprimida. 443

Luévanos Rojas, A., Lopez Chavarria, S., Medina Elizondo, M., Martinez Aguilar, C.


mailto:alconpat.int@gmail.com
http://www.alconpat.org/

444

Revista ALCONPAT, 16 (3), 2026: 422 — 474

1. INTRODUCAO

As dimensoes das sapatas também dependem do tamanho e do tipo de estrutura a ser construida. A
execucdo das fundagdes ¢ fundamental para proporcionar o suporte adequado aos elementos de
fundacao e, em ultima instancia, a propria estrutura.

As fundagdes superficiais devem atender a determinados requisitos de projeto:

Seguranca quanto a capacidade de carga, ou seja, prevengao da ruptura por cisalhamento do solo
subjacente;

Controle de recalques excessivos, que podem causar danos a estrutura sobrejacente ou
comprometer sua funcionalidade.

A capacidade de carga do solo tem sido estudada para fundagdes superficiais submetidas a flexao
biaxial, considerando uma distribui¢do linear das pressdes no solo e uma superficie de contato
parcialmente comprimida (Peck et al., 1974; Teng, 1979; Highter e Anders, 1985; Vitone e
Valsangkar, 1986; Irles-Mas e Irles-Mas, 1992; Algin, 2000, 2001, 2007; Young e Budynas, 2002;
Ozmen, 2011; Rodriguez-Gutierrez e Aristizabal-Ochoa, 2004, 2013a, b; Lee et al., 2015; Kaur e
Kumar, 2016; Bezmalinovic Colleoni, 2016; Dagdeviren, 2016; Aydogdu, 2016; Girgin, 2017; Al-
Gahtani e Adekunle, 2019; Galvis e Smith-Pardo, 2020; Rawat et al., 2020; Lezgy-Nazargah et al.,
2022; Gor, 2022).

As contribui¢des mais importantes para a determinagdo da area minima e das dimensdes das
sapatas, considerando que a superficie de contato com o solo esta parcialmente comprimida,
incluem estudos sobre sapatas isoladas retangulares (Vela-Moreno et al., 2022) e circulares (Soto-
Garcia et al., 2022; Luévanos-Soto et al., 2024a), bem como sobre sapatas combinadas retangulares
(ZCRs) (Montes-Paramo et al., 2023), sapatas combinadas em forma de T (Luévanos-Rojas et al.,
2025) e sapatas combinadas de canto (Luévanos-Rojas, 2025a, b).

As pesquisas mais recentes sobre o dimensionamento completo de sapatas, considerando que a area
de contato com o solo esta parcialmente comprimida, incluem estudos sobre sapatas isoladas
retangulares (Luévanos-Rojas, 2023) e sapatas isoladas circulares (Kim-Sanchez et al., 2022;
Luévanos-Soto et al., 2024b).

Os estudos sobre o dimensionamento de sapatas combinadas retangulares (ZCRs) submetidas a
flexao uniaxial e biaxial, considerando uma distribui¢do linear das pressdes no solo, tém sido
desenvolvidos por diversos pesquisadores (Konapure e Vivek, 2013; Vivek et al., 2014; Luévanos-
Rojas, 2014; Luévanos-Rojas, 2016a, b; Luévanos-Rojas et al., 2017, 2020; Ravi Kumar Reddy et
al., 2018; Velazquez-Santillan et al., 2018). Todos esses trabalhos consideram que a area de contato
com o solo estd totalmente comprimida.

De acordo com a revisdo da literatura, as contribui¢des mais proximas ao tema abordado neste
trabalho sdao aquelas relacionadas as sapatas isoladas retangulares, desenvolvidas por Luévanos-
Rojas (2023), e as sapatas isoladas circulares (Kim-Sanchez et al., 2022; Luévanos-Soto et al.,
2024b).

Portanto, ndo foram identificados estudos diretamente relacionados ao dimensionamento completo
de sapatas combinadas retangulares (ZCRs), submetidas a flexdo uniaxial e biaxial, considerando
a area de contato com o solo parcialmente comprimida.

Este documento apresenta o dimensionamento completo de sapatas combinadas retangulares
(ZCRs) para determinar a espessura e as areas de armadura transversal e longitudinal, considerando
que a area de contato com o solo estd parcialmente comprimida e que as dimensdes dos lados e a
areca minima sao conhecidas, conforme Montes-Paramo et al. (2023).

Sao apresentados exemplos numéricos para flexao biaxial, considerando os quatro tipos de
restricdes na dire¢do do eixo Y (sem restricdes, limitado na coluna 1, limitado na coluna 2 e
limitado nas duas colunas), para L = 6,00 ¢ 7,00 m.

Para a flexdo uniaxial, sdo apresentados exemplos numéricos para dois casos: 1) quando as cargas
estao localizadas sobre o eixo Y (Caso Y); e 2) quando as cargas estdo localizadas sobre o eixo X
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(Caso X).

Também ¢ realizada uma comparagdo entre o modelo atual e 0 modelo proposto neste artigo, com
o0 objetivo de identificar as diferengas entre ambos.

Este modelo sera de grande utilidade para os profissionais da construcio de edificagdes, uma vez
que proporciona melhor controle de qualidade dos recursos utilizados (mao de obra, materiais,
equipamentos de pequeno porte etc.), por se ajustar as condigdes reais do solo. Consequentemente,
possibilita maior economia na execucao desse tipo de elemento estrutural.

2.2 FORMULACAO DO MODELO PROPOSTO

A Figura 1 apresenta uma sapata combinada retangular (ZCR) rigida, submetida, em cada coluna,
a uma carga axial, um momento em torno do eixo X ¢ um momento em torno do eixo Y.

Figura 1. ZCR submetida a flexdo biaxial.
Fonte: Elaboragao propria.

As sapatas combinadas retangulares (ZCRs) rigidas deformam-se de forma plana, ou seja,
considera-se que o diagrama de distribuicao das pressdes do solo sob a sapata seja linear.

As equagOes gerais para a flexdo de ZCRs devido as cargas majoradas sao (Montes-Paramo et al.,
2023):

Flexao biaxial:

A pressao na diregdo principal (eixo Y) é:

Ru 12MuxTy 12MuyTx
3 + 3
LL, " LL, 1L,

ou(x,y) = (1)

A pressao na diregdo transversal a dire¢do principal (eixo X), para P,; sobre os eixos X1y Y1, €:

Pul 12]\/qulyl + 12IVIuylxl

LxW1 wal3 Lx3W1

)

oyup1(X1,¥1) =

A pressao na direcdo transversal a direcao principal (eixo X), para Pu2 sobre os eixos X2 e Y2, €:

Puz + 12Mux2y2 + 12Muy2x2

LxWZ LxW23 Lx3W2

3)

Oup2(X2,¥2) =
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Flexao uniaxial (Ru encontra-se no eixo Y):

A pressao para cada caso € obtida substituindo M,y 1, M.y2 y My = 0 nas equacdes (1)—(3).

Flexao uniaxial (Ru encontra-se no eixo X):

A pressao para cada caso € obtida substituindo M1, Mux2 y Muxr = 0 nas equagdes (1)—(3).

Onde: o4, our1 Y our2 S30 as pressoes ultimas geradas pelo solo em qualquer ponto da sapata; Ru
(forca resultante Gltima) = Py,; + P2, Pu1 y Pu2 sdo as cargas axiais ultimas aplicadas sobre a sapata
devido as colunas 1 e 2; (x, v), (x1, y1), (x2, y2) sdo as coordenadas nas quais se localiza a pressao
ultima gerada pelo solo, correspondentes aos eixos de analise; Lx e Ly sdo as dimensdes laterais da
sapata; MuxT (momento resultante ultimo em torno do eixo X) = Myx; + Mux2 + Pur (L,/2 — Ly1) —
P2 (Ly/2 — Lyz), Muxi 'y Myux2 s@0 os momentos em torno dos eixos X1 e X2; MuyT (momento
resultante tltimo em torno do eixo Y) = Myy1 + Muy2, Muy1 'y Myy2 sdo os momentos em torno dos
eixos Y1 e Y2; wl (largura de anélise da coluna 1) = ¢;, + d y w2 (largura de analise da coluna 2)
=cytd.

As equagodes (1)—(3), ou equacdes de flexdo biaxial e uniaxial, podem ser aplicadas quando a forca
resultante ultima Ru se encontra dentro do nucleo central (a superficie em contato com o solo esté
totalmente comprimida). Entretanto, quando a forca resultante ultima Ru se encontra fora do nticleo
central (a superficie em contato com o solo esta parcialmente comprimida), essas equagdes nao sao
validas.

Quando a forga resultante ultima Ru se encontra fora do nucleo central, as equagdes gerais da
pressdo gerada pelo solo sob a sapata submetida a flexdo uniaxial e biaxial sdo:

Flexao biaxial (Montes-Paramo et al., 2023):

A pressdo na dire¢ao principal (eixo Y) ¢:

Oumax [Ly3 (Zx - Lx) + Lx3 (zy - Ly) + 2Lx3Ly3]
2Ly3Ly3

Ozu (x: y) = 4)

A pressdo na dire¢do transversal a direcdo principal (eixo X), para Pul sobre os eixos X1 e Y1
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 1), ¢:

Oumax [Ly3(2x1 - Lx) + 2Lx3()’1 - Lyl) + 2Lx3Ly3]
2Ly3Ly3

©)

Oup1(X1, Y1) =

A pressao na dire¢do transversal a dire¢ao principal (eixo X), para Pu2 sobre os eixos X2 € Y2
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 2), ¢:

Oumax [LyB (zxz - Lx) + 2Lx3 (YZ —L—- Lyl) + 2Lx3Ly3]

= 6
Ozup2 (X2, ¥2) 2LysLys (0)
Flexao uniaxial (Ru encontra-se no eixo Y) (Montes-Paramo et al., 2023):
A pressdo na dire¢ao principal (eixo Y) ¢:
o, 2Ly,3— L, + 2
o (x,y) = umaX( 2 Y y) (7)

2Ly

A pressdo na direcdo transversal a dire¢do principal (eixo X), para Pul sobre os eixos Xi € Y
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 1), ¢é:
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Oumax (Ly3 - Lyl + yl)

> ®)

Oup1(X1, Y1) =
y3

A pressao na dire¢do transversal a dire¢ao principal (eixo X), para Pu2 sobre os eixos X2 € Y2
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 2), ¢:

Oumax (Ly3 e Lyl + YZ)

Ozup2(X2,¥2) = 7 )
y3
Flexao uniaxial (Ru encontra-se no eixo X) (Montes-Paramo et al., 2023):
A pressdo na dire¢ao principal (eixo Y) ¢:
o, 2L,3 — L, + 2x
O (x, y) — umax( x3 X ) (10)

2Ly

A pressao na direg¢do transversal a dire¢ao principal (eixo X), para Pul sobre os eixos Xi € Y
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 1), ¢:

aumax(ZLxB - Lx + le)

Oup1(X1, Y1) = oL (11)
x3

A pressdo na direcdo transversal a direcdo principal (eixo X), para Pu2 sobre os eixos X2 € Y2
(alterando as coordenadas para o centro da coluna 2), ¢:

Uumax(ZLx3 - Lx + 2x2)

Oup2 (X2, ¥2) = o1 (12)
x3

Onde: oumax ¢ a pressao maxima ultima que o solo deve suportar devido as cargas axiais ultimas
€ aos momentos ultimos atuantes sobre a sapata.

As seg0es criticas para os momentos estdo localizadas nas faces das colunas e no intervalo entre as
duas colunas. As se¢des criticas para o cisalhamento por flexao estdao localizadas a uma distancia
dp (altura 1til da sapata) a partir das faces das colunas, enquanto, para o cisalhamento por puncao,
as secoes criticas estdo localizadas em um perimetro definido a uma distancia dp/2 a partir das
faces das colunas (ACI 318S-19).

2.1 ZCR sob flexao biaxial.

A Figura 2 apresenta os cinco casos possiveis para determinar a superficie minima de uma ZCR
submetida a uma carga axial e a dois momentos ortogonais em cada coluna.

O Caso I considera que toda a superficie inferior da sapata esta totalmente comprimida. A pressao
exercida pelo solo sobre a sapata ¢ determinada pelas equagdes (1)—(3).

Os Casos II, III, IV e V consideram que a superficie inferior da sapata esta parcialmente
comprimida, ou seja, parte da superficie de contato ndo estd submetida a pressdo. A pressao
exercida pelo solo sobre a sapata ¢ determinada pelas equacdes (4)—(6).

2.1.1. Momentos e esforcos cortantes por flexdo.

Os momentos ultimos Mua, Mup, Muc, Mua, Mue, Myry Mg estao localizados nos eixos a-a, b-b, c-c,
d-d, e-e, f-f e g-g, e os esforgos cortantes ultimos por flexao Vin, Vui, Vij, Viks Vi v Vum estao
localizados nos eixos h-h, i-i, j-j, k-k, -] € m-m.
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A Figura 3 apresenta as segoes criticas dos momentos ultimos e dos esforcos cortantes tltimos por
flexao em relacdo ao eixo X, para os cinco casos.

Caso I nos eixos X e Y.
A Figura 3(a) apresenta as segdes criticas para o Caso I, e as equagdes gerais nos eixos X e Y sdo:

Ly Lx
Vi = —jz fj o, dxdy (13)
41 X

2

Substituindo a equagdo (1) e y; = Ly2 + L + ¢1,/2 + d — L,/2 na equagdo (13), obtém-se V.
Somando P,; e substituindo a equacdo (1) e y; = L)> + L — ¢1,/2 —d — L,/2 na equagdo (13), obtém-

se Vui.
Somando P,; e substituindo a equagdo (1) e y/ = Ly2 + ¢2y/2 + d — Ly/2 na equagao (13), obtém-
se V.
Somando R, e substituindo a equagao (1) e y; = L2 — ¢2/2 — d — L,/2 na equagdo (13), obtém-se
Vik.

Ly Lx

2 2
Mue== [ 7 [ oty = ydady (14)

Y1 —7x

Substituindo a equagdo (1) y y; = Ly> + L + ¢1,/2 — L,/2 na equagdo(14) se obtém-se My,.
Somando Puici/2 + My € substituindo a equacdo (1) y y; = Ly2 + L — ¢1,/2 — L,/2 na equacio:
(14) se obtém -se M.

Somando Pui(L — c2/2) + Mux; e substituindo a equacdo (1) y y; = Ly2> + ¢2/2 — L,/2 na equacao
(14) se obtém-se M,q.

Somando Pui(L + c2/2) + Puzc2/2 + Mux1 + Muxz € substituindo na equacdo (1) y y; = Ly2 — c2/2 —
L,/2 na equacdo (14) se obtém-se M.

Somando P.(L,/2 — Ly — y1) + Mux; e substiruindo a equagdo (1) na equagdo(14) desenvolve-se a
integral. Posteriormente, deriva-se a expressdo em relagdo a y/ e iguala-se essa equacdo a zero para
determinar o ponto em que 0 momento € maximo. Esse ponto ¢ entdo substituido na mesma equagao
para obter M, ou momento tltimo maximo.

(a) Caso | (b) Caso 11
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(e) Caso V
Figura 2. Cinco casos possiveis para uma ZCR submetida a flexdo biaxial.
Fonte: Elaboragdo propria a partir de Montes-Paramo et al. (2023).

As equagdes gerais para os esfor¢os cortantes ultimos por flexao e os momentos ultimos em relagao
ao eixo Y sdo:

Ly w1
2 2
Vi =— WlauPldydx (15)
X1 Y
. okl o S i fepsfesf - R L.._, - '—‘ﬂ—;
L: ';/24% “i Li qdi H . L ; Gt LalLos | :..;u._.’: 1 :,
ll/ib ’ = ﬂj' H ’IL N il " ¥. - L%i’%f_l E ¥ -
77”/21” ,:T %—f ’ i ]” 4 ot : ";_. | : i 4 “‘% }:3 "
Ly a/zj i v L i e I | Ly 4 ) "
v . L/)“‘ e - v . I_J‘"‘k»@" s - [Ees ) ’1“\"7“\;% N st G | i RN Lw:n.ﬁ N %a.,;
Momentos Cortantes por flexao Momentos Cortantes por flexao
(a) Caso | (b) Caso 11
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LulL, i 0t I S » I 3 "'Bi I . L
2| o ! " | P il . ™ 4% i i |
4ot ’ + % 1 el HiF ek [
e H ‘ K, ~FH | ‘ DRI - B ol
i._)‘ — L E - o e "" L7 S—
e La T [——— &
Momentos Cortantes por flexao Momentos Cortantes por flexao
(c) Caso III (d) Caso IV
o L
Lﬁf { l | L—.“ o~ "TH i
A Ll o A = L]
I g b O L s iy o L,
i Ly L S e e e U 2]
L4— o L[] E— 'I::l‘ : j’ Lj'r eﬂi i £ 4 L
o S - e
Momentos Cortantes por flexion flexdo
(e) Caso V

Figura 3. Casos I, II, III, IV e V em relagdo ao eixo X.
Fonte: Elaboragao propria.

Substituindo a equacdo (2) e x; = c1v/2 + d na equagdo (15), determina-se Vul.

L w2
2 2

Vam == | " [ Gupaddyx (16)
X2 e

Substituindo a equacao (3) e x2 = c2/2 + d na equagdo (16), determina-se Vim.

Ly wa
2 2
My = _.[ fwlauPl(x — x;)dydx (17)
X1 —T
Substituindo a equacao (2) e x; = c¢1/2 na equagdo (17), determina-se Muf.
Ly w2
2 2
Myy = _.[ jWZUupz(x — x;)dydx (18)
X2 _T

Substituindo a equacao (3) e y x> = ¢2/2 na equagao (18), obtém-se Mug.

Caso II em relacio ao eixo X.

A Figura 3(b) apresenta as se¢des criticas para o Caso II, e as equagdes gerais em relacdo ao eixo
X sdo:

Para L,/2>y;>—L,/2

Quando y; >L,/2—Lys +c1/2 +d
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Ly Lx

2 2
V== | " [} onudrdy (19)
Y1

2

L_y Lx Ly L Lx
2 2 2 VS 2
Vi = — o,dxdy — 0, dxdy (20)
L L Ly , Lx3(Ly—2Y)
_y_L =X _x+—y_L
> Lys > Y1 2 2Ly3 x3

Onde: Lys = Ly3(Lxz — Ly)/ Ly3.

Substituindo a equagdo (4) e y; = Ly2 + L + ¢1,/2 + d — L,/2 na equagdo (19) ou na equagdo (20),
conforme o caso, obtém-se V,;

Somando P,; e substituindo a equacdo (4) e y/ = Ly2 + L —cly/2 —d — Ly/2 na equagdo (19) ou na
equacado (20), conforme o caso, obtém-se V.

Somando P,; e substituindo a equagdo (4) e yI = Ly2 + ¢2y/2 + d — Ly/2 na equagao (19) ou na
equacado (20), conforme o caso, obtém-se V;.

Somando R, e substituindo a equagdo (4) e yI = Ly2 — c2y/2 — d — Ly/2 na equagdo (19) ou na
equagao (20), conforme o caso, obtém-se Vix.

Quando y; > L,/2 — Lys + ¢1,/2

Ly Ly
2 [ 2

My, = _f fo azu(y - yl)dxdy (21)
i YT

Quando y; < Ly/2 —Lys + c1y/2

Ly_

by Ly B
2 2 2 YS [2
My, =— fL . f . Ozu(y = y1)dxdy — f fL sz | C(YmyD)dxdy (22)
2 MYs T T Y1 2t ar,; s

2 2Ly3

Substituindo a equagdo (4) e y; = Ly2 + L + ¢;/2 — L,/2 una equagdo (22), conforme o caso, obtém-
s€ Muya.

Somando Pu;ci/2 + Mux; € substituindo a equacdo (4) e y; = Ly2 + L —¢1,/2 — L,/2 na equagdo (21)
ou na equacgao (22), conforme o caso, obtém-se M,s.

Somando Pui(L — ¢2/2) + Mux; e substituindo a equacdo (4) e y; = Ly> + ¢2/2 — L,/2 na equacdo
(21) ou na equagdo (22), conforme o caso, obtém-se M,q.

Somando P./(L + ¢2/2) + Pu2c2y/2 + Muxi + Mux2 € substituindo a equacgdo (4) e y; = Ly> — c2/2 —
L,/2 na equacdo (21) ou na equacgdo (22), conforme o caso, obtém-se Mye.

Somando Pui(L,/2 — Ly — y1) + My € substituindo a equacao (4) na equagdo (21) ou na equacao
(22), conforme o caso, desenvolve-se a integral. Posteriormente, deriva-se a expressao em relacao
ayl e iguala-se essa equagdo a zero para determinar o ponto em que o momento ¢ maximo. Esse
ponto ¢ entdo substituido na mesma equagdo para obter M, ou momento ultimo maximo.

Caso III em relacio ao eixo X.
A Figura 3(c) apresenta as segdes criticas para o Caso I1I, e as equagdes gerais em relagdo ao eixo
X sdo:
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O Caso I1I ¢ igual ao Caso II, porém L,/2 > y;> L,/2 — Ly3.

Caso IV em relacio ao eixo X

A Figura 3(d) apresenta as secdes criticas para o Caso IV, e as equacdes gerais em relagao ao eixo
X sdo:

Para L,/2 >y;>— L,/2

Ly Lx
2 2
Vux = _.f ,I;x Lxz(Ly—2y) Irudxdy @)
T A XS

Substiruitindo a equacdo (4) e y; = Ly> + L + ¢;/2 + d — L,/2 na euqagdo (23) se obtém V.
Somando P,; e substituindo a equagdo (4) e y; = L,> + L — ¢1,/2 —d — L,/2 na equagao (23), obtém-

se Vui
Somando P,; e substituindo na euagdo (4) e y; = Ly2> + ¢2/2 + d — L,/2 na equacdo (23) obtém se
Somando R, e substituindo a equagdo (4) e y; = Ly» — ¢2/2 — d — L,/2 na equacao (23) obtém-se
Vik.
Ly Lx
_ 2 2
M == [ 7 sy Oy =)y (24)
Y1 7+—_Lx3

2Ly3

Substituindo a equagado (4) e y; = Ly2 + L + ¢;/2 — L,/2 na equagao (24), obtém-se M.

Somando Py;c1,/2 + My e sustituindo a equagdo (4) y y1 = Ly> + L — ¢1/2 — L,/2 na equagdo (24)
obtém-se M.

Somando P.;i(L — ¢2/2) + Myx; € sustituindo a equacdo (4) y y; = Ly2> + ¢2/2 — L,/2 na equacdo (24)
obtém-se Myq.

Somando Pui(L + c2/2) + Pu2c2y/2 + Myuxi + Mux2 € sustituindo a equacdo (4) y y; = Ly2 — ¢2/2 —
L,/2 na equacdo (24) obtém-se M.

Somando P.:(Ly/2 — Ly; — y1) + My e sustituindo a equagdo (4) na equacdo (24) desenvolve-se a
integral. Posteriormente, deriva-se a expressao em relacdo a y; iguala-se essa equacao a zero para
determinar o ponto em que o momento ¢ maximo. Esse ponto ¢ entdo substituido na mesma equacao
para obter M, ou momento Ultimo méaximo.

Caso V em relacao ao eixo X.

A Figura 3(e) apresenta as sec¢des criticas para o Caso V, e as equagdes gerais em relacdo ao eixo
X sdo:

O Caso V ¢ igual ao caso IV, porém L,/2 >y;>L,/2 — Ly3.

Casos 11, II1, IV e V em relacio ao eixo Y.
A Figura 4 apresenta as segdes criticas para os momentos e esforgos cortantes por flexao dos Casos
IL, III, IV ¢ V em relagdo ao eixo Y.

Forc¢as cortantes e momentos em rela¢io ao eixo Y para P1.

Caso A. Quando Lys, Lys > Ly/2 — x;

donde: Lys = Ly3(2Ly3 — 2Ly1 + wi)/2Ly3y Lxs = Ly3(2Ly3 — 2Ly1 — wi1)/2Ly3.
Onde: Lyy = Lx3(2Ly3 — 2Ly1 + wi)/2Ly3'y Lys = Ly3(2Ly3 — 2Ly1 — wi1)/2Ly3.
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wi Ly
2 2

Vi = _fwl.[ Oup1dxdy (25)
!

Substituindo a equacao (5) e x; = c1/2 + d na equagdo (25) obtém-se V.

w1 Lx
2 (2
Myy = — ozup1 (X — x1)dxdy (26)
)
2

Substituindo a equagdo (5) e y x; = c1»/2 na equagdo (26) obtém-se M.

Caso B. Quando Lys > Ly/2 —x; > Lys

Lx
2

Ozuprdxdy 27)
2

w Ly
2 (2 Lys
Vi =— f Ozuprdxdy — fw
Ly6 X1 —Tl X
Onde: Lys = Ly + Lys(Lx — 2Lx3 — 2x1)/2Lx3 y X2 = Ly/2 + Lx3(Lyr — Lys — )/ Lys.
Substituindo a equacao (5) e x; = c1/2 + d na equacao (27) s=obtém-se V..
wy Ly Ly
2 (2 Lys %
Map == | * | onCe = xddady = | [ " e G = x)dxdy (28)
X1 -3 X2

Lyﬁ

Substituindo a equagdo (5) e x; = c1»/2 na equagao (2) s=obtém-se M,s

Y Y
Cix
P
I.\o’
Frumax Gun,
Gyl Guyl
wp Wi
Ly L
[ Gy
6] \1-_.-4 | \L_.4
Lo |Ly Ly L, Ly |Lys
>x ; { X
X !
[ — IL,/2 MI fffffffffff i ":\‘ﬁﬁﬁf’ Tl W— L,~2
L AN CaNT T Tyttt ‘{_] : W
Ly| a2 h
|Gy s R M Gk, | |Guys
_______ - Cax d
K Ié L3 i
1.2
L,
(a) Momentos (b) Cortantes por flexao

.Figura 4. Casos II, III, IV e V sobre o eixo Y.
Fonte: Elaboracao propria.
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Caso C.
Quando L./2 —x; > Lys y Lys
w1 Lx
2 2
Va== . | oumdxdy 29)
1,
Onde: x2 = Ly/2 + Ly3(Ly1 — Lyz — y)/Ly3.
Substituindo a equacao (5) na equagdo (29) determina-se V.
w1 Ly
2 (2
Muf =- j wy f JzuPl(x - xl)dxdy (30)
1 Jx,
Substituindo a equagdo (5) e x; = c1/2 na equacdo (30) obtém-se M,y
Forc¢a cortante e momento sobre o eixo Y para P:.
Caso A.
Quando Lyy, Lys > L/2 —x;
Onde: Lyy = Ly3(2Ly3 — 2Ly1 + w2)/2Ly3y Les = Lx3(2Ly3 — 2Ly — w2)/2Ly3.
wz Lx
2 2
V== [ © | " onupadxdy G1)
-2 J,
Substituindo a equacao (6) e x; = c2/2 + d na equagao (31) determina-se Vym.
wa Ly
2 2
Mug = f wo f Ozup2 (X — x1)dxdy (32)
2y,
Substituindo a equagdo (6) e x; = c2/2 na equagao (32) obtém-se Mg
Caso B. Quando Ly > L/2 —x; > Lys
o Lys (%
Vim = — f f Ozup2dxdy — j w Oup2dxdy (33)
Lye Vx4 —TZ X2
Substituindo a equacao (6) e x; = c2/2 + d na equacao (33) obtém-se Viun
23 Lys (%
Mag == | * [ " omnCr = xddxdy = [ | " oupae = x)dxdy (34)
Lyg Yx1 —72 X2

Substituindo a equagado (6) e x; = c2v/2 na equagao (34) obtém-se M,
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Caso C.
Quando L/2 —x; > Lx4 y Lys

w2z  Lx
2 2

Vium = _fwlf UzuPdedy (35)
T T2

Onde: x2 = Ly/2 + Ly3(Ly1 — Lyz — y)/Ly3.

Substituindo a equagdo (6) na equagdo (35) determina-se V.
w2 Ly
2 2
Mug = __fw2f azuPZ(x _xl)dxdy (36)
22 Jy,

Substituindo a equagdo (6)e x; = c2v/2 na equagdo (36) determina-se M.

2.1.2. Esforcos cortantes por pungdo

Os esforcos cortantes por punc¢ao Vip: y Vip2 ocorrem no perimetro formado pelos pontos 1, 2, 3 e
4, para a coluna 1, e pelos pontos 5, 6, 7 e 8, para a coluna 2.

A Figura 5 mostra as se¢des criticas para cortadores de cisalhamento de pung¢ao para todos os casos.

Caso 1
Zy_ ‘iy d cx_ d
v p 2 LJ’1+ 2 +2 2 +2 dod (37)
= — o, dx
up1 Ul ey a ) ey a¥ y
2 2 2 2

——Lyl—L+CZT+% 2y 2 e (38)
V 2 = P 2 _f f ag,ax y
up u L——Lyl L—CZTy—g Csz a u
Substituindo a equagdo (1) nas equacdes (37) e (38) obtém-se Vips € Vipo.
Caso ITA
€1y d c1yx . d
YLyt y R
Vipr = Pus _ﬁy c1y d fclx dazudxdy (39)
2T YITTy T T 2
——Lyl—L+CZTy+§ %+g (40)
Vupz = Py, _j; 2y d ,[Cz dazudxdy
2yl

Substituindo a equagdo (4) nas equacdes (39) e (40) obtém-se Vips € Vipo.
Caso IIB
Para V.1 € a equagdo (39) e para Vip2 = Pu2.
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Figura 5. Esforgo cortante por pung¢do para flexao biaxial.
Fonte: Elaboragao propria.

Caso IIC
Para Vip; = Pus e para Vipz = Puo.

Caso IIIA
Para Vy;; € a equacdo (39).
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CZ" —Ly1 L2y +2 Ly —L+yps
Vip2 = oy dydx — oy, dydx
up2 = u2 CZx d Ly Ly3(2x—Lyx) Lys uz@y CZx d Ly Ly3(2x—Lx) L uz@y
2Lx3 y3 2Lx3 y3 (41)
-fx

__Lyl L+yp1
f . oy dydx

52x+_

2

Caso I11IB
c1x . d L c1y d L
T (ol 1 5 lyiyp
Vip1 = Py — 0,,dydx — 0,,dydx
upl ul _Cl_x_ﬂ L_y_L N uz y C1x d Ly LyS(ZX—Lx) uz y
2 2 2z tyitVpi 2 2 2 2Ly3 y3 (42)
c d
27 (3 byt
— j L o oy dydx
Xp1 2 it 3

Para Vip> = Puo.

Caso IVA
Para V., € a equagdo (39).

Cox ——Lyl L+—+g
Vupz - u2 ,[‘-'Zx d,[ Ly3(2x-Ly) Uuzdydx (43)
2Lx3 Lys
Caso IVB
C1x+— ——Ly1+—+
Vupl - ul f Clx d Ly3(2X Ly) O-'U.Zdydx (44)
2Lx3 Lys
Para Vip2 = Puo.
Caso VA
Para V., € a equagdo (39).
d Ly C2y . d L C2y . d
E > Lyl—L+Ty+E Xp1 %_Lyl_L+Ty+E
Vip2 = o,dydx — o,dydx 45
up2 = u2 ——L _L_CZ_y_g zaYy cox d Ly Lys(@x—Ly) 5 zadY ( )
Xp y1 2 2 2 2 2 2Ly3 y3

Onde: xp; = L/2 — Ly3 + Lx3(2Ly1 + 2L + ¢2p + d)/2L,3.
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Caso VB
C1 d L y
E+2 T—Ly1+—+— ——Ly1+—+—
Vupl == Pul - L le—L _C1_y_d O-Zdydx - f clx df Ly3(2x Ly) O-Zdydx (46)
p1 yi 2Ly3 Lys
Onde: xp; = L/2 — Ly3 + Ly3(2Ly1 + ciy + d)/2Ly3.
Caso VIA
Para V,,; € a equagdo (39)
C2x+— ——Ly1 L+ g
Vupz = Py f ﬁy Lys(-Ly) o dydx (47)
*p 2Lx3 y3
Caso VIB
Cl—x+— ——Ly1+cly +2
Vupl - u1 j ,Ly Ly3(2x—Ly) Uzdydx (48)
2Lx3 y3

Onde: x,; = L/2 — Ly3 + Lx3(2Ly1 — c1y — d)/2Ly3.

2.2. ZCR sob flexao uniaxial

Figura 6 apresenta os quatro casos possiveis para determinar a superficie minima de uma ZCR
submetida a flexao uniaxial.

Dois casos ocorrem quando R esté localizado sobre o eixo Y: Caso Y-I: quando R esta localizado
no interior do nucleo central; Caso Y-II: quando R esta localizado no exterior do ntcleo central.
Dois casos ocorrem quando R est4 localizado sobre o eixo X:Caso X-I: quando R esté localizado
no interior do nucleo central; Caso X-II: quando R esta localizado no exterior do ntcleo central.

/

(a) Caso Y-I (b) Caso Y-II (c) Caso X-I (d) Caso X-II
Figura 6. Quatro casos possiveis para uma ZCR submetida a flexao uniaxial.
Fonte: Elaboragdo propria a partir de Montes-Paramo et al. (2023).

DA
%

Os Casos Y-I e X-I consideram que toda a area inferior da sapata esta totalmente comprimida. A
pressao exercida pelo solo sobre a sapata ¢ determinada pelas equacdes (1)—(3). Entretanto, para o
Caso Y-I, substituem-se My, Myy> y My = 0 e, para o Caso X-I, substituem-se Y-1, y M1, Mux2
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y Myuxr=10
Os Casos Y-II e X-II consideram que a area inferior da sapata estd parcialmente comprimida, ou
seja, parte da area de contato ndo esta submetida a pressdo. A pressao exercida pelo solo sobre a
sapata ¢ determinada pelas equagdes (7)—(9), para o Caso Y-II, e pelas equacdes (10)—(12), para o
Caso X-II.

2.2.1. Momentos e esforcos cortantes por flexdo

Os momentos ultimos My, Mub, Muc, Mud, Myue, Myry Mg estdo localizados nos eixos a-a, b-b, c-c,
d-d, e-e, f-f e g-g, e os esforcos cortantes tltimos por flexao Vuh, Vui, Vuj, Vuk, Vul e Vum estao
localizados nos eixos h-h, i-i, j-j, k-k, 1-1 e m-m.

A Figura 7 apresenta as secdes criticas dos momentos ultimos e dos esforgos cortantes ultimos por
flex@o para os quatro casos.

Caso Y-I

A Figura 7(a) representa as se¢des criticas para os momentos e esforcos cortantes por flexao do
Caso Y-I, sendo que as equagdes gerais em relagdo ao eixo X correspondem as equagdes (13) e
(14), e, em relagdo ao eixo Y, as equagdes (15)—(18), porém substituindo M7= 0

Caso Y-II

A Figura 7(b) representa as seg¢des criticas para os momentos e esforcos cortantes por flexao do
Caso Y-II. As equagdes gerais em relacdo ao eixo X correspondem as equagdes (19) e (21), porém
substituindo a equacao (7) pela equacao (4).

As equagdes gerais em relagdo ao eixo Y correspondem as equagdes (25) e (26) para Pul,
substituindo a equac¢do (8) pela equacao (5), e as equagdes (31) e (32) para Pu2, substituindo a
equagao (9) pela equagao (6).

Caso X-I

A Figura 7(c) representa as se¢des criticas para os momentos e esforcos cortantes por flexao do
Caso X-1. As equacdes em relagdo ao eixo X correspondem as equagdes (13) e (14), e, em relagdo
ao eixo Y, as equacgdes (15)—(18), porém substituindo M7= 0.

Caso X-II

A Figura 7(d) representa as segdes criticas para os momentos e esfor¢os cortantes por flexao do
Caso X-II. As equagdes gerais em relacdo ao eixo X correspondem as equagdes (19) e (21), porém
substituindo a equagao (10) pela equagao (4).

As equacdes gerais em relacdo ao eixo Y correspondem as equagdes (25) e (26) para Pul,
substituindo a equagao (11) pela equacao (5), e as equagdes (31) e (32) para P.2 , substituindo a
equacao (12) pela equagdo (6).

Tl = Gy h‘T< >| Out = Tumax Oul = Gumax “‘Té%}(%ﬂ ul = Gumax " k-)tr ” kb"”
E T R - | h o Gut = Granax [ 1 = Cumex Tt = Ganar Tt = Tuoma
il a2 —_ T K3 | i
* 4 3 g, - B L g aw oy T il
”ZJ& - ”j‘ k ; i mjlh..... .....bI’" _X_ui 1 JLL"
el ¢ . gt 7 ) - T )
: L2 EN | EN ;
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Momentos Cortantes por flexao Momentos Cortantes por flexao
(a) Caso Y-I (b) Caso Y-II
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Figura 7. Casos Y-I, Y-II, X-Iy X-II.
Fonte: elaboragdo propria

2.2.2. Esforcos cortantes por pungdo

Os esforgos cortantes por puncao Vpu;y Veuz ocorrem no perimetro formado pelos pontos 1, 2,3 e
4, para a coluna 1, e pelos pontos 5, 6, 7 e 8, para a coluna 2.

A Figura 8 mostra as se¢des criticas para cisalhamento do puncdo em todos os casos.

Caso Y-1

As equagdes gerais para os esfor¢os cortantes ultimos por pungao correspondem as equagoes (37)
e (38), porém substituindo M,,r= 0.

Caso Y-IIA
Para Vy,; utiliza-se a equacdo (39), porém substituindo a equacado (7) pela equagao (4).

Vupz =Py, — _Ly

> Lyl—L+yp1

L C

Yoy gifyv.d cx d

2 Lyimli5m4 2 12

0, dxdy (49)
_C2x_d

2 2

Substituindo a equagdo (7) na equagdo (49), obtém-se Vp2.

I E Lg i s Ly| L] 6 é L] 6 s Ly
LG — ViAz7 et vy i L il — vy ”t ) e 7}
A RyE=tsy 4 L E
ey | B R e ; - f— I =7 "’ 7 ’
s de At | £ 7
(a) Caso Y-I (b) Caso Y-IIA (c) Caso YII-B (d) Caso X-1 (e) Caso X-II

Figura 8. Esfor¢o cortante por pungdo para flexao uniaxial.
Fonte: Elaboracao propria.
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Caso Y-1IB
Pyt g (Hg

Vs = Par — |, | 2 otnyydady (50)
Ty_Ly1+J’p1 _%__

Substituindo a equagdo (7) na equagdo (50) obtém-se Vip;.

Caso X-I
As equagdes gerais para os esfor¢os cortantes por puncdo majorados correspondem as equagdes
(37) e (38), porém substituindo M,,r = 0.

Caso X-II
d c
T (Tt {
Vupl - Pul - Ly c1y d qudydx (5 )
*p1 2T
Vupz = Py — L c2y d O dydx (52)
*p1 2 =5

Onde: xp; = Li/2 — Lys.
Substituindo a equagdo (10) nas equacgdo (51) e (52) determina-se Vipr y Vip2.

3. APLICACAO NUMERICA DO MODELO PROPOSTO

Nesta secdo, apresenta-se a aplicacdo do modelo proposto com o objetivo de demonstrar suas
vantagens em relagdo ao modelo atual.Os dados dos exemplos submetidos a flexao biaxial sdo: as
dimensodes das colunas sao de 40 x 40 cm, L = 6,00 ¢ 7,00 m e omax = 200 kN/m?, sendo a sapata
submetida a P; = 500 kN (Pp; =300 kN y Pr; = 200 kN), M,; = 1000 kN-m (Myp; = 600 kN-m y
M1 =400 kN-m), M,; =250 kN-m (M,p; = 150 kN-m y M,z; = 100 kN-m), P> = 1000 kN (Pp; =
600 kN y P72 =400 kN), My> = 2000 kN-m (Myp2 = 1200 kN-m y Myz> = 800 kN-m), M,> = 500
kN-m (M,p2 =300 kN-m y M,;> =200 kN-m), para os quatro tipos de restri¢des na dire¢cao do eixo
Y (sem restrigdes, limitado na coluna 1, limitado na coluna 2 e limitado nas duas colunas) (ver
Figura 9). A area minima e as dimensdes laterais da ZCR, para os quatro tipos de restri¢oes,
coincidem em dois casos (sem restri¢des e limitado na coluna 2) e nos outros dois casos (limitado
na coluna 1 e limitado nas duas colunas), conforme apresentado no trabalho proposto por Montes-
Paramo et al. (2023).De acordo com o codigo ACI 318S-19, as cargas e os momentos ultimos sao
obtidos da seguinte forma: U = 1,2D + 1,6Londe U ¢ a carga ultima ou momento ultimo, D ¢ a
carga permanente ou momento devido a carga permanente, e L ¢ a carga variavel ou momento
devido a carga variavel. As cargas e os momentos ultimos serdo: P,; = 680 kN, M,,; = 1360 kN-
m, Myy; = 340 kKN-m, P, = 1360 kN, M,x2 = 2720 kKN-m, Myy> = 680 kKN-m, Gumar = 272 kN/m?A
pressao maxima ultima € obtida a partir das dimensdes conhecidas e utilizando-se as cargas € os
momentos ultimos, por meio das equagdes (12) a (14) de Montes-Paramo et al. (2023).
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(c) Limitado na coluna(pilar) 2 (d) Limitado nas duas colunas (pilares)
Figura 9. Quatro tipos de restri¢des na direcao do eixo Y.
Fonte: Elaboracao propria.

Para todos os exemplos, sdo utilizados f’c (resisténcia do concreto aos 28 dias) =21 MPa, f,
resisténcia do agco no ponto de escoamento) =420 MPa e r (cobrimento do concreto) = 8 cm.

A Tabela 1 apresenta detalhadamente o dimensionamento completo das ZCRs sob flexdo biaxial
(ver Anexo).

Os dados dos exemplos sob flexao uniaxial, para os dois casos, sdo:

1) Quando as cargas estdo posicionadas sobre o eixo Y (Caso Y): as dimensdes dos pilares sdo de
40 x 40 cm, L = 6.00 y 7.00 m y 6maxr = 200 kN/m?, e a sapata estd submetida a P; = 500 kN (Pp;
=300 kN y Pr; =200 kN), My; = 1000 kN-m (Mxp; = 600 kN-m y M,.; =400 kN-m), M,; = 0 kN-
m (Myp; =0 kN-my M,; =0 kN-m), P> =500 kN (Pp> =300 kN y Pz> =200 kN), M.> =2000 kN-
m (M.p2 = 1200 kKN-m y Mz> = 800 kN-m), M,> =0 kKN-m (M,p> =0 kKN-m y M,;> =0 kN-m). As
cargas fatoradas e os momentos fatorados serdo: P,; = 680 kN, M,x; = 1360 kN-m, M,,; = 0 kN-m,
P2 =680 kKN, My = 2720 kKN-m, Myy> = 0 kKN-m, Gumax = 272 kKN/m?, a pressdo méaxima ultima é
obtida utilizando-se as cargas tltimas e os momentos ultimos, a partir das equagdes (32) e (33) de
Montes-Paramo et al. (2023).

2) Quando as cargas estao posicionadas sobre o eixo X (Caso X): as dimensdes dos pilares sdo de
40 x 40 cm, L = 6.00 y 7.00 m 'y omax = 200 kN/m?, e a sapata est submetida a P; = 500 kN (Pp,
=300 kN y Pr; =200 kN), My; = 0 kN-m (Mxp; = 0 kKN-m y Myz; = 0 kN-m), M,; = 1000 kN-m
(Myp; = 600 kKN-m y M,; =400 kN-m), P> =500 kN (Pp2 =300 kN y P> =200 kN), M,> =0 kN-
m (M,p2 =0 kN-m y Myz2 = 0 kN-m), M,> =2000 kN-m (M,p> = 1200 kKN-m y M,> = 800 kN-m).
As cargas ultimas e os momentos Ultimos serdo: a pressdo maxima ultima ¢ obtida utilizando-se as
cargas ultimas e os momentos ultimos, a partir das equagdes (41) e (42) de Montes-Paramo et al.
(2023).
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A area minima e as dimensoes laterais das ZCRs sdo apresentadas no documento proposto por
Montes-Paramo et al. (2023).

A Tabela 2 apresenta detalhadamente o dimensionamento completo das ZCRs sob flexao uniaxial
(ver Anexo).

4. 4 RESULTADOS

4.1 Verificagdo das equacgoes para o dimensionamento completo das ZCRs submetidas a flexdo
biaxial.

4.1.1 Modelo atual ou Caso 1.

Para os momentos: substituindo y; = L,/2 na equagdo (14) para o momento, obtém-se M., = 0
(momento na extremidade da sapata do lado do pilar 1). Agora, somando P.;(L + L,2) + Pu2Ly2 +
Mx1 + My substituindo y; =—L,/2 na equagdo (14) para o momento, obtém-se Mye, =0 (momento
na extremidade da sapata do lado do pilar 2).

Para os esfor¢os cortantes por flexao: substituindo y; = L,/2 na equag¢ao (13) para o esforgo cortante
por flexao, obtém-se V.no = 0 (esforgo cortante por flexdo na extremidade da sapata do lado do pilar
1). Agora, somando P,; + Py e substituindo y; = — L,/2 na equagdo (13) para o esforco cortante
por flexao, obtém-se Viuxo = 0 (esforco cortante por flexao na extremidade da sapata do lado do pilar
2).

4.1.2 Novo Modelo ou Casos IL III, IV e V

Para os momentos: substituindo y; = L,/2 na equagao (21) ou (22) (casos II e III) e na equacido (24)
(casos IV e V), conforme o caso, obtém-se M,q, = 0 (momento na extremidade da sapata do lado
do pilar 1). Agora, somando Py;(L + Ly2) + Pu2Ly> + My + Mux2 y € substituindo y; = — L,/2 na
equacdo (21) ou (22) (casos II e III) e na equagdo (24) (casos IV e V), conforme o caso, obtém-se

wo = 0 (momento na extremidade da sapata do lado do pilar 2).

Para os esforgos cortantes por flexao: substituindo y; = L,/2 a equacdo (19) ou (20) (casos II e III)
e na equacao (23) (casos IV e V), conforme o caso, para o esfor¢o cortante por flexdao, obtém-se
Vuno = 0 (esforco cortante por flexdo na extremidade da sapata do lado do pilar 1). Agora, somando
Pu1 + Py y e substituindo y; = — L,/2 a equagdo (19) ou (20) (casos II e IIT) e na equacdo (23) (caso
IV), conforme o caso, para o esfor¢o cortante por flexao, obtém-se Vuko = 0 (esfor¢o cortante por
flexao na extremidade da sapata do lado do pilar 2).

4.2 Verificagdo das equacgoes para o dimensionamento completo das ZCRs submetidas a flexdo
uniaxial

4.2.1 Modelo atual ou Casos Y-I e X-1

As equagdes sdo as mesmas utilizadas para a flexdo biaxial, porém considerando M,,7=0 0 Mt
=0 conforme o caso.

4.2.2 Novo Modelo ou Casos Y-1I e X-11

As equacdes sdo as mesmas utilizadas para a flexdo biaxial, porém considerando a equagdo (21)
para o momento e a equagado (19) para o esforco cortante por flexdo, bem como Myy7=0 0 M7=
0 conforme o caso.

4.3 Resultados e discussoes

Tabela 1 apresenta o seguinte (ver Anexo):

Para as sapatas com ambas as extremidades livres e restringidas em L,>:

A espessura ¢ determinada pelo esfor¢o cortante por flexdo em Vim para o caso 1 € €m V3 para o caso
IV, para L = 6,00 e 7,00 m.
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As éreas de ago propostas na dire¢do do eixo Y: Ay,v ¢ determinada pela armadura fornecida pelo
momento negativo para os dois casos, € Agyp € determinada pela armadura minima Asminy para os
dois casos, para L = 6,00 e 7,00 m.

As areas de aco propostas na direcdo do eixo X: Aspwwi Y Asprw2 s80 determinadas pelas armaduras
minimas respectivamente, para os casos [ e IV, para L = 6,00 ¢ 7,00 m.

Para as sapatas com ambas as extremidades restringidas e restringidas em L,;:

A espessura ¢ determinada pelo momento em M, para o caso I e pelo esforco cortante por flexdo
em V, para o caso II, para L = 6,00 m; e pelo esfor¢o cortante por flexdo em V., para o caso I e em
V. para o caso II, para L = 7,00 m.

As areas de aco propostas na direcdo do eixo Y: Asyn y Aspyp sdo determinadas pela armadura
minima Asminy para o caso I, para L = 6,00 e 7,00 m. Agpyn y Aspyp sdo determinadas pela armadura
fornecida pelo momento negativo para o caso I, para L = 6,00 e 7,00 m.

As areas de ago propostas na direcao do eixo X: Aspxws € determinada pela armadura minima Agminawr
sob o pilar 1 para os casos I e II, com exce¢do do caso I para L = 6,00 m. A area de ago proposta
na direcdo do eixo X, A2, € determinada pela armadura fornecida pelo momento negativo sob o
pilar 2 para os casos I e II, com exce¢do do caso II para L = 7,00 m.

A Tabela 2 apresenta o seguinte (ver Anexo):

Para as sapatas submetidas a flexao uniaxial (Caso Y) (ver Anexo):

A espessura ¢ determinada pelo esforgo cortante por flexdo em V,; para os casos Y-1 e Y-II, para L
=6,00¢ 7,00 m.

As areas de ago propostas na dire¢do do eixo Y: Aspynv € determinada pela armadura fornecida pelo
momento negativo, e Ay € determinada pela armadura minima Agminy, para os casos Y-1 e Y-II,
para L =6,00 e 7,00 m.

As areas de ago propostas na dire¢ao do eixo X: Aspxw € determinada pela armadura minima Asminews
para os casos Y-I e Y-II, para L = 6,00 e 7,00 m, e para Aspxw2 ocorre 0 mesmo que para Aspuw..
Para as sapatas submetidas a flexao uniaxial (Caso X) (ver Anexo):

A espessura ¢ determinada pelo esforgo cortante por flexdo em V., para o caso X-I, para L = 6,00
e 7,00 m, e, para o caso X-II, ¢ determinada pelo esfor¢o cortante por flexdo em Vi e Vim.

As éreas de aco propostas na direcdo do eixo Y: Agmw € Agpyp sd0o determinadas pela armadura
minima Aguiny para os casos X-I e X-II, para L = 6,00 e 7,00 m.

As areas de ago propostas na direcao do eixo X: Ay € determinada pela armadura fornecida pelo
momento sob o pilar 1 para os casos X-I e X-II, para L = 6,00 ¢ 7,00 m, e para A2 ocorre o
mesmo que para Aspxwi.

A Figura 10 representa detalhadamente o dimensionamento geral (dimensdes e armadura de
refor¢o) das ZCRs.

A Figura 11 apresenta os volumes de concreto e de ago para flexdo biaxial, considerando os quatro
tipos de restricoes.

A Figura 11(a) apresenta os volumes de concreto para flexdo biaxial. Os maiores volumes
correspondem ao modelo atual para todos os tipos de restri¢des, sendo que a maior diferenga ocorre
para L = 6,00 m, em que o volume do modelo atual ¢ 29,72 vezes o volume do modelo proposto,
para os lados restringidos em L,; e Ly2 e para o lado restringido em Ly 1.

A Figura 11(b) apresenta os volumes de aco para flexao biaxial. Os maiores volumes correspondem
ao modelo atual para todos os tipos de restri¢des, sendo que a maior diferenca ocorre para L = 6,00
m, em que o volume de aco do modelo atual é 28,74 vezes o volume correspondente do modelo
proposto, para os lados restringidos em L,; e L,2e para o lado restringido em Ly /.

Os volumes de concreto e de ago sdo determinados da seguinte forma: Ve = LiL,t —(Aspyn + Aspyp)Ly
- (Aspxwl + Aspwa + Asti + Asls)Lx y Vs = (AspyN + AspyP)Ly + (Aspxwl + Aspwa + Asti + Asts)Lx- AqUi, o
comprimento do gancho ndo ¢ considerado, pois o comprimento total das barras da sapata ¢
equivalente ao comprimento total com gancho, uma vez que seria necessario descontar o
cobrimento e o comprimento de desenvolvimento do gancho.
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Figura 10. Dimensionamento geral das ZCRs.
Fonte: Elaboragao propria.
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Figura 11. Volumes de concreto e ago para flexao biaxial.
Fonte: Elaboracao propria.

A Figura 12 apresenta os volumes de concreto e de aco para flexdo uniaxial, considerando os dois
casos, X e Y.

A Figura 12(a) apresenta os volumes de concreto para flexdo uniaxial. O volume para o caso Y ¢
ligeiramente maior no modelo atual, para L = 7,00 m, em relacdo ao modelo proposto; para L =
6,00 m, o modelo proposto apresenta maior volume, sendo 1,56 vez o volume do modelo atual.
Para o caso X, o maior volume corresponde ao modelo atual, sendo que a maior diferenga ocorre
para L = 6,00 m, com valor 6,53 vezes superior ao do modelo proposto, enquanto a menor diferenga
ocorre para L = 7,00 m, com valor 5,79 vezes superior ao do modelo proposto.

A Figura 12(b) apresenta os volumes de aco para flexdo uniaxial. O volume para o caso Y ¢é
ligeiramente maior no modelo atual, para L = 7,00 m, em relacdo ao modelo proposto; para L =
6,00 m, o modelo proposto apresenta maior volume, sendo 1,06 vez o volume do modelo atual.
Para o caso X, o maior volume corresponde ao modelo atual, sendo que a maior diferenga ocorre
para L = 6,00 m, com valor 6,88 vezes superior ao do modelo proposto, enquanto a menor diferenga
ocorre para L = 7,00 m, com valor 5,81 vezes superior ao do modelo proposto.
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Figura 12. Volumes de concreto e ago para flexao uniaxial.
Fonte: Elaboracao propria.

Além disso, ¢ realizada uma comparacao entre 0 MP (modelo proposto) e o EP (exemplo pratico)
proposto por Luévanos-Rojas (2016a) (lados restringidos na dire¢ao Y ou dire¢dao longitudinal),
cujos dados do exemplo sob flexdo biaxial sdo:

As dimensdes dos pilares sdo de 40 x 40 cm, Ly; =0.20 m, L,>=0.20 m, L = 5,60 m, L, = 6,00 m
€ omax = 220 kN/m?, e a sapata esta submetida a P; = 1000 kN (Pp; = 600 kN e Pr;= 400 kN), My,
=240 kKN-m (Mxp; = 140 kN-m e Myz; = 100 kN-m), M,; =200 kN-m (M,p; = 120 kN-m e Myz; =
80 kN-m), P> =800 kN (Pp> =500 kN e P> =300 kN), My> =220 kN-m (Mxp> =120 kN-m e M
=100 kN-m), M2 =200 kN-m (M,p> = 110 kN-m e M,z> =90 kN-m).

As cargas ultimas e os momentos ultimos serdo: P,; = 1360 kN, M,x; = 328 kKN-m, My,; = 272
kN-m, P,>= 1080 kN, M,,> =304 kKN-m, M,,> =272 kKN-m, R, = 2440 kN; M,,7 = 548 kKN-m, M1
= 1416 kKN'm, oumax x = 299,42 kKN/m>.

A pressao maxima ultima ¢ obtida a partir das dimensdes conhecidas e utilizando-se as cargas
ultimas e os momentos ultimos por meio da equagdo (7) de Montes-Paramo et al. (2023).

A Tabela 3 apresenta detalhadamente a comparagao das dimensdes finais entre o MP (caso II) e o
EP (caso I).

Tabela 3. Comparacao das dimensdes finais entre o MP e o EP.
(Fonte: Elaboracao propria)

Modelo dy t L Ly Ly, Ly; Ly Lys Lys Aumin
m) Jem ] m JmJm]|m]|]m|]m]m]|m

MP 52 60 | 5.60 | 2.80 | 6.00 | 0.20 | 0.20 | 591 | 10.87 | 16.80
EP 77 85 5.60 | 3.30 | 6.00 | 0.20 | 0.20 - - 19.80

onde: ¢ ¢ a espessura total, e Amin ¢ a &rea minima em planta da sapata.

Na Tabela 3, observa-se que o MP ¢ menor que o EP para Ly € Apin.
A Tabela 4 apresenta detalhadamente a comparagdo dos momentos ultimos de dimensionamento
em cada secdo entre o MP ¢ o EP.

Tabela 4. Comparacao dos momentos ultimos de dimensionamento entre 0 MP e o EP.
(Fonte: Elaboracao propria)

Modelo m Mup My, Mua My OM .« Mys oM.y Mg OM.g
aN-m) | &N-m) | Nem) | aeNem) | aN-m) | o aNem) | aoNem) | oaNem) | aoNem) | avem)

MP 0 549.65 1223.14 -100.74 0 3703.84 -139.67 873.05 --66.36 873.05
EP 0 549.43 1652.53 -102.49 0 9571.55 -544.64 2276.87 -457.08 2276.87

onde: M, ¢ 0 momento que atua sobre o eixo a; M., ¢ 0 momento que atua sobre o eixo b; My € 0
momento maximo positivo; Myus ¢ 0 momento que atua sobre o eixo d; M. € 0 momento que atua
sobre o eixo e; Jf (fator de redugdo da resisténcia a flexdao) = 0,90; /M, € 0 momento resistente
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na dire¢do paralela ao eixo X; M,r ¢ o momento que atua sobre o eixo f; M, € 0 momento
resistente sobre o eixo f; M, ¢ 0 momento que atua sobre o eixo g; € J/M,, € 0 momento resistente
sobre o0 €ixo g.

Tabela 4 mostra que o MP ¢ menor que o EP para todos os momentos ultimos, exceto para M.
A Tabela 5 apresenta detalhadamente a comparagdo dos esforgos cortantes tltimos por flexao para

dimensionamento em cada sec¢ao entre o MP ¢ o EP.

Tabela 5. Comparagao dos esfor¢os cortantes ultimos por flexao para dimensionamento entre o

MP e o EP.
(Fonte: Elaboracao propria)
Modelo Vun Vi Vuj Vuk O,V ux Vu 9, Vuy Vim 9, Vuy
(kN) | (KN) (kN) | (kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN)
MP 0 613.28 | -893.73 0 964.14 | -131.91 | 227.26 -62.67 227.26
EP 0 661.92 | -826.48 0 1682.60 | -361.15 | 400.26 | -304.64 | 400.26

onde: V., € o esforco cortante por flexao sobre o eixo 4; Vi i € o esforgo cortante por flexdo sobre
o eixo i; Vy; € o esforgo cortante por flexdo sobre o eixo j; Vux € o esforco cortante por flexao sobre
0 eixo k; O, (fator de reducao da resisténcia ao cisalhamento) = 0,85; O, V.x € o esforgo cortante
por flexao resistente do concreto na dire¢ao paralela ao eixo X; V. € o esforco cortante por flexao
sobre o eixo /; O,V € o esforco cortante por flexdo resistente do concreto sobre o eixo /; Vum é o
esforco cortante por flexao sobre o eixo m; e &, V.un € 0 esfor¢o cortante por flexdo resistente do
concreto sobre o eixo m.

A Tabela 5 indica que o MP ¢ menor que o EP para todos os esforgos cortantes ultimos por flexao,
exceto para Vy;, em valor absoluto.

A Tabela 6 apresenta detalhadamente a comparagdo dos esforcos cortantes ultimos por pun¢do para
dimensionamento em cada sec¢ao entre o MP ¢ o EP.

Tabela 6. Comparagao dos esforgos cortantes ultimos por pungao para dimensionamento entre o

MP e o EP.(Fonte: Elabora¢do propria)
Modelo Vupl 9, VupRI 1 9, VupRIZ 0, VupRI 3 VupZ 9, VupRZI 9, VupRZZ 9, VupR23
(kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN)
MP 1226.80 | 7214.02 | 3375.78 | 1497.25 | 1036.12 | 7214.02 | 3375.78 | 1497.25
EP 1189.73 | 13066.73 | 7114.75 | 2711.96 | 1023.66 | 13066.73 | 7114.75 | 2711.96

onde: V1 € o esforco cortante por puncdo que atua no pilar 1; G\ Vipri2, OViupr22 € O, Vipri3 sa0 0s
esforcos cortantes resistentes a puncdo do concreto no pilar 1; &,V,,2 é o esfor¢o cortante por
puncdo que atua no pilar 2; @,Vipr21, OvVipr22 € OvVipr23 sdo os esforcos cortantes resistentes a
puncdo do concreto no pilar 2.

A Tabela 6 mostra que o MP ¢ maior que o EP para todos os esfor¢os cortantes tltimos por puncao
que atuam sobre a sapata; entretanto, para os esforgos cortantes ultimos resistentes a puncao do
concreto, o MP € menor que o EP.

A Tabela 7 apresenta detalhadamente a comparagao das areas de aco entre o MP ¢ o EP.

Tabela 7. Comparagao das areas de aco entre o MP ¢ o EP.
(Fonte: Elaboracao propria)
Modelo A.vmyN AsmyP A.vminy A.\pyN A.\pyP A.\'mxw] Asminxwl A.\pxwl A.vmwa Asminxwz A.\pxwl Asti Ast.\'
(cm?) | (¢cm2) | (cm?) | (cm?) | (cm?) | (cm?) (cm?) | (cm?) | (cm?) (cm?) | (cm?) | (cm?) | (cm?)
MP 5.15 65.72 | 48.48 | 48.48 | 65.72 7.29 11.43 11.43 3.42 11.43 1143 | 50.54 | 64.80
EP 3.53 58.35 | 84.62 | 84.62 | 84.62 19.45 20.13 20.13 16.22 20.13 20.13 | 67.78 | 91.80
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onde: Agmyn € Asmyp s30 as areas de aco fornecidas pelos momentos negativos (parte inferior) e
positivos (parte superior), na direcdo Y; Asminy € @ area minima de ago na direcdo Y; Agyn € Aspyp
sdo as areas de aco propostas para 0os momentos negativos (parte inferior) e positivos (parte
superior), na dire¢do Y; Agmewi € Asmew2 20 as areas de aco sob os pilares, determinadas pelos
momentos Myse Mg, na dire¢do X; Asminxwi € Asminxw2 S30 as areas minimas de ago sob os pilares 1
e 2, na dire¢ao X; Aspxwi € Aspxw2 s20 as areas de aco propostas sob cada pilar, na dire¢do X; Ay € a
area de aco para efeitos de temperatura na parte inferior da sapata, na dire¢do X, com largura L, —
w1 —w2; € Aus € a rea de acgo para efeitos de temperatura na parte superior da sapata, na direcao X,
com largura L,.

A Tabela 7 indica que o MP ¢ menor que o EP para todas as areas de ago.

Portanto, os volumes de concreto e de ago para o MP s@o V. =9,97 m? e Vs = 107.216,00 cm?, e
para o EP sdo V.= 16,66 m* e Vy = 167.491,20 cm?. Assim, a economia de concreto ¢ de 40,16%
do MP em relac¢do ao EP, enquanto a economia de aco ¢ de 35,99% do MP em relacdo ao EP.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho, apresenta-se o dimensionamento completo para determinar a espessura e as areas
das armaduras longitudinais e transversais das ZCRs rigidas submetidas a flexao biaxial e uniaxial,
apoiadas sobre solos elasticos (a distribui¢ao da pressao do solo ¢ linear).

O trabalho apresentado por Montes-Paramo et al. (2023) apresenta a area minima para ZCRs
submetidas a flexao uniaxial e biaxial.

As principais conclusdes apresentadas neste trabalho sao:

1. Alguns autores apresentam o dimensionamento completo de ZCRs submetidas a flexao
biaxial e uniaxial sobre solos elasticos, porém consideram apenas o caso I (area
totalmente comprimida).

2. Este trabalho apresenta uma economia significativa nos volumes de concreto e ago em
relacdo ao modelo atual para flexdo biaxial, com uma economia de concreto de até
96,64% e de ago de até 96,52%, com ambas as extremidades restringidas, para L = 6,00
m (ver Figura 11).

3. O modelo proposto apresenta uma economia nos volumes de concreto e aco em relagao
ao modelo atual para flexdo uniaxial (caso X), com uma economia de concreto de até
84,68% e de ago de até 85,47%, quando a carga estd posicionada sobre o eixo X, para
L =6,00 m (ver Figura 12).

4. O modelo novo apresenta uma economia nos volumes de concreto e ago em relagdo ao
modelo velho para flexdo uniaxial (caso Y), com uma economia de concreto de até
35,86% e de aco de até 5,91%, quando a carga est4 posicionada sobre o eixo Y, para L
= 6,00 m (ver Figura 12).

5. As espessuras para flexao biaxial, para as sapatas com ambas as extremidades livres e
restringidas em L,, sdo determinadas por V.. (Caso I) e por V,; (Caso IV), para L =
6,00 e 7,00 m. Para as sapatas com ambas as extremidades restringidas e restringidas
em Lyl, as espessuras sao determinadas por M,e (Caso I) e por V,; (Caso II), para L =
6,00 m, e por Vun (Caso I) e Vuj (Caso II), para L = 7,00 m (ver Tabela 1).

6. As espessuras para flexao uniaxial, para as sapatas (Caso Y), sdo determinadas por V;
(Casos Y-I e Y-II), para L = 6,00 e 7,00 m. As espessuras para flexdo uniaxial das
sapatas (Caso X) sdao determinadas por Vun (Caso X-I), para L = 6,00 ¢ 7,00 m, e por
Vurl € Vim (Caso X-II), para L = 6,00 e 7,00 m (ver Tabela 2).

7. A comparagao entre o MP e o EP, proposto por Luévanos-Rojas (2016a), resulta em
uma economia de concreto de 40,16% no MP em relacdo ao EP e em uma economia de
aco de 35,99% no MP em relacao ao EP.
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8. O EP proposto por Luévanos-Rojas (2016a) foi verificado por meio do Caso I deste
artigo, e os resultados coincidem.

9. O modelo proposto neste trabalho pode ser utilizado com outros codigos ou
regulamentos de construcdo, considerando-se simplesmente os momentos resistentes,
os esforcos cortantes resistentes por flexao e os esforgos cortantes resistentes a pungao
para definir a altura 0til, bem como as equagdes para determinar as areas de armadura
propostas por cada codigo ou regulamento de construgao.

10. O modelo proposto pode ser utilizado quando a for¢a resultante R estiver localizada fora
do nucleo central e dentro da area da ZCR, enquanto o modelo atual pode ser utilizado
quando a forca resultante R estiver localizada dentro do nucleo central.

Este estudo apresenta uma solucdo robusta e eficaz, aplicada exclusivamente a obtengao do
dimensionamento completo (espessura e areas das armaduras transversal e longitudinal), com base
no trabalho apresentado por Montes-Paramo et al. (2023), no qual sdo determinados os lados ¢ a
area minima das ZCRs apoiadas sobre solos elasticos.
Sugestdes para pesquisas futuras:

1. Dimensionamento completo de sapatas combinadas trapezoidais, em forma de T e em

forma de L (de canto), trabalhando parcialmente sob compressao.

2. Desenvolvimento de software para o dimensionamento completo das ZCRs, considerando

a area de contato com o solo que trabalha parcialmente sob compressao.
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ANEXO
Tabla 1. Ejemplos de flexion biaxial.
(Fuente: Elaboracion propia)
Concepto Extremos libres; Restringido en L2 Extremos restringidos; Restringido en Ly;
Caso I v 1 v I | 1 1 11
L (m) 6.00 7.00 6.00 7.00
Ry (kN) 2040 2040 2040 2040 2040 2040 2040 2040
Muxr (KN-m) 0 0 0 0 2040 2040 1700 1700
Muyr (KN-m) 1020 1020 1020 1020 1020 1020 1020 1020
Lx (m) 3.00 2.19 3.00 2.10 48.00 3.48 9.25 2.89
Ly(m) 8.40 8.40 9.07 9.07 6.40 6.40 7.40 7.40
Ly (m) 2.20 2.20 1.87 1.87 0.20 0.20 0.20 0.20
Ly2 (m) 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20
L3 (m) - 1.79 - 1.65 - 5.32 - 3.64
Ly (m) - 444529.09 - 434025.46 - 9.06 - 13.94
d, (cm) 82 77 82 82 132 57 102 67
r (cm) 8 8 8 8 8 8 8 8
¢t (cm) 90 85 90 90 140 65 110 75
Ve (m?) 22.45 15.46 24.25 16.95 424.75 14.29 74.52 15.72
Mua (KN-m) -485.71 -486.88 -312.50 -312.91 0 0 0 0
Mup (KN-m) 796.57 794.90 1015.50 1015.24 1447.59 1446.16 1459.58 1458.68
Ve (m) 1.40 1.40 1.51 1.50 1.99 1.98 2.09 2.11
Muyc (KN-m) 816.00 816.01 1118.22 1118.71 1622.28 1601.34 1755.12 1743.22
Mua (KN-m) -2467.43 -2485.99 -2466.00 -2449.84 -2450.59 -2449.90 -2455.69 -2467.56
Mue (kKN-m) 0 0 0 0 0 0 0 0
OMux (kN-m) 7608.05 3480.81 9868.15 6907.71 409143.86 5531.16 47079.19 6346.50
My (KN-m) -327.73 -127.46 -327.73 -119.88 -4180.16 -216.06 -878.70 -152.72
My (KN-m) 4013.05 3393.55 4013.05 4013.05 9035.26 1088.75 4631.57 1614.08
Mug (KN-m) -655.47 -85.52 -655.47 -79.59 -8360.32 -362.38 -1757.40 -230.52
OMug (KN-m) 2664.40 2276.87 2664.40 2664.40 9035.26 1088.75 4631.57 1614.08
Viun (KN) -485.71 -486.88 -190.50 -374.75 * * * *
Vi (KN) -102.00 -91.70 30.50 31.49 -244.10 50.64 74.80 189.92
Vi (KN) -1063.71 -1080.04 -1085.50 -1081.51 -1187.60 -1274.09 -1182.28 -1225.93
I/Ltk (kN) % * % % % % % *
OvVux (kN) 1628.97 1116.64 1628.97 1140.28 41955.86 1313.50 6247.69 1282.18
Vi (KN) -200.19 -39.78 -219.04 -9.96 -329.05 -176.74 -301.61 -113.30
vV (kN) 662.45 258.55 662.45 662.45 926.53 258.55 614.64 326.09
Vim (KN) -400.38 -26.69 -400.38 -6.61 -658.10 -57.05 -603.22 -55.58
OvVum (kKN) 439.82 400.26 439.82 439.82 926.53 258.55 614.64 326.09
Vip1 (KN) 599.59 535.43 605.50 532.79 658.42 565.21 618.67 556.64
OvVup1 (kKN) 5143.71 4632.11 5143.71 5143.71 6515.50 1714.48 4248.03 2187.51
Vip2 (KN) 1280.00 1263.01 1285.91 1262.26 1357.36 1359.22 134431 1338.92
OvViup2 (KN) 2993.47 2711.96 2993.47 2993.47 6515.50 1714.48 4248.03 2187.51
Asmyv (cm?) 82.89 91.22 82.84 83.84 49.16 122.62 64.21 104.00
Asmyp (cm?) 26.67 28.61 36.72 37.03 32.53 77.92 45.78 71.98
Asminy (cm?) 81.92 56.15 81.92 57.34 2109.89 66.05 314.19 64.48
Aspyv (cm?) 82.89 91.22 82.84 83.84 2109.89 122.62 314.19 104.00
Aspyp (cm?) 81.92 56.15 81.92 57.34 2109.89 77.92 314.19 71.98
Asmawi (cm?) 10.71 4.40 10.71 3.89 90.69 10.35 23.49 6.12
Asmincwi (cm?) 33.31 30.00 33.31 3331 46.59 13.00 3091 16.40
Asprwi (cm?) 33.31 30.00 33.31 33.31 90.69 13.00 3091 16.40
Asmen2 (cm?) 22.00 2.96 22.00 2.58 201.79 17.77 48.59 9.31
Asminew2 (cm?) 22.12 20.13 22.12 22.12 46.59 13.00 3091 16.40
Asprw2 (cm?) 22.12 20.13 22.12 22.12 201.79 17.77 48.59 16.40
Agi (cm?) 103.19 98.61 114.05 114.05 94.75 58.85 110.48 80.06
Asis (cm?) 136.08 128.52 146.93 146.93 161.28 74.88 146.52 99.90
Vs (cm?) 226850.40 | 184510.74 | 244360.32 | 194496.36 | 5333507.20 | 185591.60 | 776263.70 | 321938.04
* No existe porque el eje se ubica fuera del area de la zapata.
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Tabla 2. Ejemplos de flexion uniaxial.

(Fuente: Elaboracion propia)

Concepto Cargas ubicadas sobre el eje Y Cargas ubicadas sobre el eje X
Caso Y- | v-II Y- | v X-I | X-II X-I | X
L (m) 6.00 7.00 6.00 7.00
Ru (KN) 1360 1360 1360 1360 1360 1360 1360 1360
Mt (kKN-m) 1954.43 2210.22 2278.00 2291.60 0 0 0 0
Muyyr (kN-m) 0 0 0 0 4080 4080 4080 4080
Lx(m) 1.00 1.03 1.00 1.00 18.00 7.04 18.00 6.90
Ly(m) 9.53 9.75 10.05 10.03 6.40 6.40 7.40 7.40
Lyi (m) 3.33 3.25 2.85 2.83 0.20 0.20 0.20 0.20
Ly>(m) 0.20 0.50 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20
L3 (m) - - - - - 1.56 - 1.35
Ly3 (m) - 9.75 - 10.00 - - - -
dp (cm) 97 97 102 102 107 37 92 37
r (cm) 8 8 8 8 8 8 8 8
t (cm) 105 105 110 110 115 45 100 45
Ve (m3) 9.87 15.39 10.91 10.88 131.02 20.07 131.67 22.74
Mua (KN-m) -1190.72 -1162.41 -866.78 -858.23 0 0 0 0
Mup (KN-m) 3.52 3145 364.50 373.51 119.00 119.00 121.30 121.30
Ye (m) 1.84 2.02 2.08 2.09 0 0 0 0
Muc (kKN-m) 37.03 65.28 365.58 374.48 952.00 952.00 1122.00 1122.00
Mua (KN-m) -2585.37 -2585.64 -2584.29 -2579.70 119.00 119.00 121.30 121.30
Mue (kN-m) 0 -0.13 0 0 0 0 0 0
GiMux (KN-m) 4602.89 4740.97 5089.64 5089.64 100815.43 4714.80 74530.68 4621.04
My (KN-m) -30.60 -9.24 -30.60 -8.66 -2120.09 -347.52 -2120.09 -300.74
IM.y (kN-m) 6305.96 6305.96 7227.29 7227.29 5236.80 391.78 3560.91 391.78
Mug (KN-m) -30.60 -8.00 -30.60 -5.55 -2777.43 -347.52 -2777.43 -300.74
IiMug (KN-m) 4073.56 5454.42 4631.57 4631.57 5236.80 391.78 3560.91 391.78
Vur (KN) -523.93 -520.57 -405.38 -402.67 * * * *
Vi (kN) -268.85 -277.62 -198.49 -198.53 367.63 516.38 437.41 538.49
Vi (kN) -635.95 -645.71 -652.85 -653.72 -367.63 -516.38 -437.41 -538.49
Vuk (KN) * * * * * * * *
GvVux (KN) 642.32 661.59 675.43 675.43 12753.63 1724.85 10965.74 1690.55
Vur (kN) * * * * -403.10 -124.11 -409.27 -107.41
vV (kN) 879.97 879.97 959.10 959.10 662.48 143.33 523.92 143.33
Vim (KN) * * * * -625.25 -124.11 -520.85 -107.41
DvVum (KN) 568.45 761.15 614.064 614.64 662.48 143.33 523.92 143.33
Vip1 (kN) 431.22 424.12 404.17 394.76 663.77 680.00 668.41 680.00
DvVupi (kKN) 6832.74 6832.74 7447.17 7447.17 4593.81 922.67 3595.04 922.67
Vup2 (kN) 657.36 659.83 669.52 669.48 663.77 680.00 668.41 680.00
DvVup2 (kKN) 3915.11 3915.11 4248.03 4248.03 4593.81 922.67 3595.04 922.67
Asmyn (cm?) 77.86 77.61 73.21 73.07 0 0 0 0
Asmyp (cm?) 1.01 1.78 9.59 9.82 23.57 70.30 32.34 83.43
Asminy (cm?) 32.30 33.27 33.97 33.97 641.36 86.74 55145 85.01
Aspyn (cm?) 77.86 77.61 73.21 73.07 641.36 86.74 551.45 85.01
Aspyp (cm?) 32.30 33.27 33.97 33.97 641.36 86.74 551.45 85.01
Asmowi (cm?) 0.84 0.25 0.79 0.22 56.12 25.19 67.80 24.86
Asminxwi (cm?) 44.25 44.25 48.23 48.23 33.31 7.21 26.35 7.21
Asprwi (cm?) 44.25 44.25 48.23 48.23 56.12 25.19 67.80 24.86
Asmow2 (cm?) 0.84 0.22 0.79 0.14 75.35 25.19 92.62 24.86
Asminow2 (cm?) 28.59 38.28 3091 3091 33.31 7.21 26.35 7.21
Aspon2 (cm?) 28.59 38.28 3091 3091 75.35 25.19 92.62 24.86
Asi (cm?) 104.76 135.99 152.86 152.46 93.77 42.36 102.24 50.46
Asis (cm?) 180.12 184.28 198.99 198.59 132.48 51.84 133.20 59.94
Vs (cm?) 140754.48 | 149596.40 | 150814.90 | 150380.12 | 1464836.80 | 212811.52 | 1528694.00 | 236297.60
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